	SỞ GIÁO DỤC VÀ ĐÀO TẠO
HÀ TĨNH
 (
ĐỀ THI CHÍNH THỨC
)
	
(Đề thi có 1 trang, gồm 4 bài)
	KỲ THI CHỌN ĐỘI TUYỂN DỰ THI HỌC SINH GIỎI
QUỐC GIA THPT NĂM HỌC 2023 - 2024
	Môn thi: TOÁN
	Thời gian làm bài: 180 phút 
	Ngày thi thứ nhất: 21/9/2023







Bài 1. (5,0 điểm) Cho dãy số  thỏa mãn  và .

a) Chứng minh rằng  có giới hạn hữu hạn.

b) Tìm .


Bài 2. (5,0 điểm) Cho . Chứng minh rằng  không thể phân tích thành tích của 3 đa thức khác hằng với hệ số nguyên.















Bài 3. (5,0 điểm) Cho tam giác  không cân, nội tiếp đường tròn . Hai đường cao  cắt nhau tại trực tâm . Đường thẳng  cắt  tại . Qua  kẻ đường thẳng vuông góc với  cắt  lần lượt tại . Đường thẳng  cắt  tại  khác .

a) Chứng minh rằng  đồng viên.












b) Đường thẳng qua  vuông góc với  cắt  tại . Dựng đường kính  của . Đường thẳng qua  vuông góc với  cắt  lần lượt tại . Chứng minh rằng đường tròn  tiếp xúc với đường tròn . 
Bài 4. (5 điểm). Một thầy giáo xây dựng chương trình ôn tập cho đội tuyển học sinh giỏi Quốc gia môn Toán trong một số ngày, mỗi ngày học đúng 1 trong 3 phần: số học, hình học, tổ hợp.
a) Có bao nhiêu cách xếp lịch ôn tập trong 6 ngày sao cho có đủ cả 3 phần.
b) Có bao nhiêu cách xếp lịch ôn tập trong 8 ngày sao cho cứ mỗi 4 ngày liên tiếp thì đều có đủ cả 3 phần.

HẾT

- Thí sinh không được sử dụng tài liệu và máy tính cầm tay;
- Cán bộ coi thi không giải thích gì thêm.



Họ và tên thí sinh:…………………………………..…………Số báo danh:…………………..……………
	SỞ GIÁO DỤC VÀ ĐÀO TẠO
HÀ TĨNH
	KỲ THI CHỌN ĐỘI TUYỂN DỰ THI HỌC SINH GIỎI
QUỐC GIA THPT NĂM HỌC 2023 - 2024
Môn: TOÁN  Ngày thi thứ nhất: 21/9/2023



HƯỚNG DẪN CHẤM
- Mọi cách làm khác đáp án, nếu đúng đều cho điểm tương ứng;
- Các giám khảo thống nhất để chia điểm đến 0,25 hoặc 0,5 (nếu thấy cần thiết).
	Bài
	Nội dung
	Điểm

	Bài 1a
2,5 đ
	
Quy nạp ta được .
	0.5

	
	
Ta có . 


Suy ra , hay .
	1,0

	
	


Xét hàm số  trên , có .





Suy ra  nghịch biến trên , mà  nên , hay .
	1,0

	
	
Do đó .

Vậy  là dãy giảm và bị chặn dưới bởi 0 nên có giới hạn hữu hạn.
	0,5

	Bài 1b
2,5 đ 
	




Đặt  ( do ). Vì  nên .
	1,0

	
	

Lại có , nên theo định lí Stolz – Cesaro ta có .
	1,0

	
	






Do đó  với . Chú ý ở trên ta có  nghịch biến trên  và  nên . Vậy .
	0,5

	Bài 2
5,0 đ
	

Giả sử  với .


Đồng nhất hệ số bậc cao nhất suy ra hệ số bậc cao nhất của  bằng .
	0,5

	
	






Nếu có 2 đa thức cùng có hệ số bậc cao nhất bằng , chẳng hạn  và  thì ta có thể thay và  bởi  và . 

Do đó có thể giả sử cả 3 đa thức  đều monic.
	0,5

	
	


Vì  không có nghiệm thức nên bậc của  đều chẵn. Từ đó phải có 2 trong 3 đa thức này cùng có bậc 2. Không mất tổng quát giả sử .
	1,0

	
	

Ta thấy  nên .
	1,0

	
	

Mặt khác vì  nên .


Do đó . Tương tự có .
	0,5

	
	


Từ  suy ra trong  phải có ít nhất 1 số bằng .
	0,5

	
	




Có thể giả sử  thì  nên  . Khi đó  có nghiệm thực nên  có nghiệm thực, mâu thuẫn.
Bài toán được chứng minh.
	1,0

	Bài 3a
2,5 đ
	[image: ]
	

	
	




Gọi  là giao điểm của  và . Ta có  nên .
	1,0

	
	





Mặt khác,  và  đối xứng nhau qua  nên  là đường trung trực của  và .
	1,0

	
	

Suy ra  là hình thang cân, do đó  đồng viên.
	0,5

	Bài 3b
2,5 đ
	

Ta có  (cùng phụ với )


                (tứ giác  nội tiếp)





 là tiếp tuyến của , mà  nên  cũng là tiếp tuyến của .
	1,0

	
	



Vì  là đường kính của  nên .



Tương tự  (cùng vuông góc ) dẫn tới  là hình thang cân.
	0,5

	
	

Do đó , suy ra tứ giác  nội tiếp.
	0,5

	
	


Dẫn tới  nên  là tiếp tuyến của .



Vậy  là tiếp tuyến chung của  và  nên 2 đường tròn này tiếp xúc nhau.
	0,5

	Bài 4a
2,0 đ
	
TH1: Có 2 môn học mỗi môn 1 ngày, môn còn lại học 4 ngày: có  cách.
	0,5

	
	
TH2: Có 1 môn học 1 ngày, 1 môn học 2 ngày, 1 môn học 3 ngày: có  cách.
	0,5

	
	
TH3: Cả 3 môn học mỗi môn 2 ngày: có  cách.
	0,5

	
	
Vậy tổng số cách xếp lịch trình là:  cách.
	0,5

	Bài 4b
3,0 đ
	

Để đơn giản, ta kí hiệu các môn lần lượt là ; đồng thời kí hiệu (*) là điều kiện “cứ mỗi 4 kí tự liên tiếp đều xuất hiện đủ 3 số ”.

Khi đó bài toán trở thành tính số xâu gồm tám kí tự tạo bởi các số  thỏa mãn điều kiện (*).	




Với mỗi , đặt  là một xâu gồm  kí tự tạo bởi các số .


[bookmark: _GoBack]Từ điều kiện (*)  suy ra trong ba kí tự cuối  phải xuất hiện ít nhất hai trong ba số . 
	0,5

	
	Do đó ta xây dựng các tập hợp như sau:

	 là tập hợp tất cả các xâu kí tự thỏa mãn (*),


	 là tập hợp tất cả các xâu kí tự thỏa mãn (*) mà  đôi một khác nhau,



	 là tập hợp tất cả các xâu kí tự thỏa mãn (*) mà  hoặc ,


	 là tập hợp tất cả các xâu kí tự thỏa mãn (*) mà .

Khi đó ta có .
	0,5

	
	


Với mỗi xâu  kí tự (), xét 4 kí tự cuối .






+) Nếu xâu thuộc  thì  đôi một khác nhau nên  phải bằng  hoặc  hoặc .



Với  thì  đôi một khác nhau, nên xâu đó tương ứng với một xâu thuộc .



Với  hoặc  thì xâu đó tương ứng với một xâu thuộc .

Do đó ta có .
	0,5

	
	


+) Nếu xâu thuộc  thì  hoặc .


Với , thì xâu tương ứng với một xâu thuộc .



Với  thì  đôi một khác nhau nên xâu đó tương ứng với một xâu thuộc .

Do đó ta có .
	0,5

	
	



+) Nếu xâu thuộc  thì , suy ra  đôi một khác nhau, nên xâu đó tương ứng với một xâu thuộc .

Do đó ta có .

Tóm lại ta được mối quan hệ truy hồi sau: .
	0,5

	
	
Ta tính :

+) .	(3 kí tự cuối có 3! cách xếp, kí tự đầu có 3 cách chọn)

+) .	(xếp 3 số đầu có 3! cách, số cuối chỉ có 1 cách vì bằng số thứ 3) 


+) .	(mỗi trường hợp tính tương tự như tính )
Từ đây kết hợp với quan hệ truy hồi ta xây dựng được bảng giá trị sau		
	

	

	

	


	4
	18
	12
	6

	5
	30
	24
	18

	6
	54
	48
	30

	7
	102
	84
	54

	8
	186
	156
	102



Vậy số cách xếp lịch ôn tập là .
	0,5
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