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Cau 1 (4,0 diém). Cho day s (u ) thoa man: u, >0,u
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Chimg minh rang day s6 (u,) c6 gidi han hitu han va tim gioi han dé.
Loi giai:
Déco u, >0vn>1

Do d6 u,,, =%(un +un+§2)ZZVn22
u
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<u,vn=2.

n+1

. 4. 8 A
Khid6 — <u, nénu
u

Vay day (u,) gidm va bi chan dudi nén c6 gidi han L.
1 8

Tuddé L==(2L+—
S@L+2)

Hay L=2

Cau 2 (5,0 diém).

a) Cho sb nguyén duong n va hai sé nguyén x,y . Ching minh rang néu x—y chia hét cho n thi
X" —y" chia hét cho n?.
b) Cho s6 nguyén duong n>2 va S 1a tap hop cac sd nguyén a thudc [0;n? —1]sao cho khong
ton tai cip s6 nguyén (X;y)théa man X" +y" =a (mod n*). Chimg minh rang sé phan tir ciia S
khong nhé hon C’.
Loi giai:

a) Xét X"—y"=(x—yY)X""+..+y"")
Néu x—vyin tacé X" +..+y" =ny"( modn) nén x"*+..+y"*in.

b) Theo cau a cé sb du ciia X" khi chia cho n? chi c6 thé nhan n gia tri va y" ciing viy.



Do d6 s6 s6 du ¢6 thé nhan ctia x" + y" khi chia cho n® téi dala C? néu x =y (mod n) va thém n gia
tri voi x=Yy (mod n).

n(n+1) n(n+1)

Do d6 56 s6 du téidala: CZ+n= > va sb gid tri toi thiu ciaala n® -

=C?

Cau 3 (5,0 diém).

a) Cho tam giac ABC noi tiép duong tron (O) va diém | bét ky trong tam giac. Tiép tuyén tai |
cia dudng tron ngoai tiép tam giac IBC cit duong thing BC tai M . Tiép tuyén tai | cia
dudng tron ngoai tiép tam giac ICA cét dudong thing CA tai N . Tiép tuyén tai | cua dudng
tron ngoai tiép tam giac IAB cat duong thang AB tai P. Chung minh rang M,N,P clng
thudc mot duong thang | va | vudng goc véi Ol .

b) GoiB,,C, 14 tim cic duong tron bang tiép cac goc B,C cua tam gisc ABC . Puong thang B.C,
cat duong tron ngoai tiép tam giac ABC tai diém D ( khac A). Cac duong thang di qua B,
vudng goc AC va di qua C,, vudng goc AB cit nhau tai E . Ching minh rang ZADE =90°.

Loi giai:

a)

4

<
W
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Ta c6 hai tam giac IMB va ICM dong dang nén MI? = MB.MC

Xét hai duong tron: (O) va duong tron tam I ban kinh 0 thi
Phuong tich ciia M véi hai dudng tron d6 bang nhau, nén M thudc truc dang phuong | cta hai duong
tron d6. Tuong tu voi N,P.

Ta dugec M,N,P thudc dudng thang | vudng géc Ol.



b)

Gia sir cac duong thang qua B,, vudng goc AC va qua C,, vudng goc AB cit nhau tai E.

Tacé LEBC, =90° — Z/CAB, = % A= /EC,B, nén EB, = EC,.

Goi A,,Aq, A 1a cac dudng thang qua A va vudng goc BC, qua B, va vudng goc AC, qua C, va

vuong goc AB, goi A, cat Ag tai X, va cit A tat'Y thi 1ap ludn tuong tu trén, ta co

ZYC A = ZYAB, va ZXAB, = ZXBA

Ap dung dinh 1y Ceva dang sin trong tam giac AB,C,, ta dugc A,, Ay, A. dong quy tai E.

Hon nita E 13 tAm dudng tron ngoai tiép tam giac ABC,.

Ngoai ra 0 rang A,B,C 1a chan duong cao tr A, B;,C, cua tam giac ABC,.

Suy ra dudng tron ngoai tiép tam gidc ABC 1a duong tron Euler ciia tam giac ABC,, tic 1a D 1a trung

diém B,C, va ZADE =90°

Cau 4 (3,0 diém). Cho ba da thuc bac hai P(x),Q(x) va R(X) c6 hé sb cao nhit duong. Biét ring
P(x) co6 hai nghiém thuc phan biéta,a,, Q(x) co hai nghiém thuc phan biét b,b, va R(x) co hai
nghiém thuc phéan biét ¢, c, théa man: Q(a,)+R(a)=Q(a,)+R(a,); P(b)+R()=P(b,)+R(b,) va
P(c)+Q(c,) = P(c,) +Q(c,) . Chimg minh rang a, +a, =b, +b, =¢ +c,.

Loi giai:



Xét da thire H(x) = P(x) +Q(X) + R(xX) thi H(x) la da thic bac hai voi hé sb duong.
Tacd H(a)=H(a,) H(b)=H(b,);H(c)=H(c,)

Gid sir H(x) =ax®+bx+c va H(a,) = H(a,) =m thi a,,a, 1a cdc nghi¢m ctia phuong trinh

ax® +bx+c—m=0.Turdo a +a, _b Twong tu b +b, =— va ¢, +¢, = —
a a a
Ta dugc a +a, =b +b, =c +cC,.
Vi du: P(x) = (x—3)(x—4); Q(X) = (x—2)(Xx—5); R(X) = (x—1)(x—6) thoa man d& bai.
Cau 5 (3,0 diém). Cho bang 6 vudng kich thuéc mxn (m,n 1a cac sé nguyén duong). Ban dau ta to
méu den cho k 6 batky ( k nguyén duong, k >2). Sau d6, cir mdi budc ta dugc phép t6 den thém
mot 6 ctia bang néu 6 d6 ¢ canh chung véi it nhat hai 6 den.
a) Khi m=3,n=5. Hay chi ra mot cach t6 4 6 ban dau sao cho sau hitu han budc tat ca cac 6 trong
bang déu duoc to.
b) Tim s6 k nho nhat theo m,n dé sau hiru han budc, ta c6 thé to den tit ca cic 6 vudng trong
bang.
Loi giai:
a) Mot cach to vi du

b)
Ta goi mdt canh ctia mot hinh vudng don vi 1a mot “canh bién giéi” néu né vira thudc 6 vudéng mau
den, vira thudc 6 vuéng mau trang.
Ta xét mot mang mau den 13 tap hop cac 6 mau den ma hai 6 bat ky c6 it nhét 1 canh chung, dinh nghia
duong bién ciia mang mau den d6 14 tap hop tit ca cac “canh bién gi6i” cua cac 6 vudng thudc mang
den d6 va do dai duong bién 13 tong do dai cac “canh bién gi6i” thudc duong bién do.
Ta c6 nhan xét sau: Néu ta t6 thém mot 6 mau den thi tong d6 dai cac duong bién ctia tit ca cac mang
den khong ddi hodc giam di.
Ban dau co k 6 den, tong d6 dai noi trén ti da 12 4k. Néu cudi cung ta t6 xong bang thanh den thi do dai
thu dugc 1a la 2(m+n).

m+n hay kZ[m+2n+1]

Tu dé 4k >2(m+n) =>k >



Dau “=" xay ra khi: k = [m+Tn+1]

Ak Al A s m+n+1, . NPT S SN SR T
Gia stt n <m. Ta xét mot cach t6 mau k:[T] 0 ban dau dé c6 thé to hét ca bang nhu hinh v€ sau

Ttc 1a ta t6 mau den dudng chéo cua bang vudng nxn sau do cot t1ep theo khong t6 6 nao, cot
ngay sau do6 to dung 1 6 va ctr nhu vay, riéng néu m-n 1¢, thém 1 6 bat ky

X mn+1 m+n+1‘ C R A T 1
D@ thdy lam nhu vay thi s6 6 den ban dau 1a: n+] 1=I ] va ta c6 thé t6 kin bang.




