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Câu 1 (5,0 điểm)


Cho  là các số thực dương thỏa mãn . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức


Câu 2 (5,0 điểm)



Xét hàm số  thỏa mãn: ,  


a) Chứng minh rằng  và  là hàm đồng biến.
b) Tìm tất cả các hàm số thỏa mãn đề bài.
Câu 3 (5,0 điểm)





















 Cho tam giác  không cân, nội tiếp. Đường tròn nội tiếp tam giác , tiếp xúc với các cạnh  lần lượt tại . Đường thẳng qua  song song cắt  tại  khác . Đường thẳng cắt  tại  khác . Gọi  là trung điểm của và cắt  tại  khác .

a) Chứng minh rằng  đồng quy.




b) Chứng minh rằng giao điểm của  và  thuộc đường thẳng qua vuông góc với .









c) Gọi  lần lượt là giao điểm thứ hai của  với , cắt lại  tại . Chứng minh rằng đường thẳng qua  vuông góc đi qua trung điểm.
Câu 4 (5,0 điểm) 



Số nguyên  được gọi là tốt nếu tồn tại các số nguyên  sao cho . 



a) Chứng minh rằng với số  tốt, nếu  chẵn thì  là một số tốt. 




b) Chứng minh rằng với số  tốt, nếu  chia hết cho  thì  cũng là một số tốt.  
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(Hướng dẫn này có 04 trang)



I. HƯỚNG DẪN CHUNG
1. Giám khảo chấm đúng theo hướng dẫn của Sở Giáo dục và Đào tạo. Bài làm của học sinh phải chi tiết, lập luận chặt chẽ, tính toán chính xác mới cho điểm tối đa. 
2. Nếu thí sinh có cách trả lời khác đáp án nhưng đúng thì giám khảo vẫn chấm điểm theo biểu điểm của Hướng dẫn chấm thi. 
3. Có thể chia điểm thành từng phần nhưng không dưới 0,25 điểm và phải thống nhất trong cả tổ chấm. Giám khảo không quy tròn điểm thành phần của từng cầu, điểm của bài thi.	
II. ĐÁP ÁN, BIỂU ĐIỂM
	Câu
	Sơ lược lời giải
	Điểm

	1
(5,0 điểm)
	Áp dụng bất đẳng thức Cauchy-Schwarz, ta có 


.
	1,0

	
	Áp dụng bất đẳng thức AM-GM, ta được

 
	1,0

	
	
Từ bất đẳng thức: 
và bất đẳng thức AM-GM, ta suy ra



	2,0

	
	Từ các bất đẳng thức (1), (2) ta thu được  



Do đó  .

Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi . 

Vậy giá trị nhỏ nhất cần tìm là 
	1,0

	2a
(2,5 điểm)
	
Giả sử tồn tại hàm số  thỏa mãn điều kiện


 (1) với mọi  




Giả sử phản chứng rằng tồn tại  sao cho . Thay  bởi  để suy ra mâu thuẫn.
	1,0

	
	


Suy ra được  hay  với mọi  



Thay  bởi  vào đánh giá trên để suy ra .
	1,0

	
	

Từ  suy ra  (*)

Và kết luận  là hàm đồng biến.
	0,5

	2b
(2,5 điểm)
	


Thay  bởi  trong đánh giá (*) để suy ra .
	1,0

	
	
Sử dụng tính đồng biến suy ra rằng  

Tiếp theo, suy ra .
	1,0

	
	



Từ  suy ra  kết hợp tính đồng biến suy ra  và kết luận  Thử lại ta thấy thỏa mãn.

Kết luận tất cả các hàm số thỏa mãn đề bài là  
	0,5

	3a
(1,5 điểm)
	[image: ]
	

	
	






Vì là trung tuyến của tam giác nên . Do đó, nếu  là giao điểm của với thì .
	1,0

	
	






Từ đó,  mà  nằm ngoài đoạn bởi  đều nằm trên cung không chứa  nên  thẳng hàng theo định lý Menelaus đảo.
	0,5

	3b
(1,5 điểm)
	[image: ]
	

	
	




Định nghĩa lại  là giao điểm của  với , ta chỉ ra  chia đôi  là được.








Gọi  là hình chiếu của  lên. Khi đó, dễ thấy 5 điểm  cùng nằm trên đường tròn đường kính mà  nên  là phân giác trong và phân giác ngoài của .
	1,0

	
	



Do đó, , lại vì  nên chia đôi.
	0,5

	3c
(2,0 điểm)
	[image: ]
	

	
	


Áp dụng định lý Pascal cho  ta được  đồng quy tại .




Áp dụng định lý Pascal cho  ta được  đồng quy hay  thuộc.
	0,5

	
	














Tiếp theo, gọi  là tâm ,  cắt lại tại  khác .  và  lần lượt là trung điểm của . Vì tứ giác  nội tiếp nên  nên ta chứng minh  là được. Vì  nên  tức là tứ giác nội tiếp.
	0,5

	
	













Mặt khác, vì  là giao điểm của trung tuyến với nên theo phần b)  thẳng hàng hay tứ giác nội tiếp đường tròn đường kính hay . Vì  thuộc trung trực  nên nó nằm trên đường trung bình tam giác . Do đó , lại có  và , suy ra . 
	0,5

	
	
Do đó, theo định lý Thales thì:  

suy ra  ( đpcm)
	0,5

	4a
(2,0 điểm)
	

Với mỗi số nguyên  đặt 



Giả sử  khi đó với  chẵn thì  cùng tính chẵn lẻ.
	0,5

	
	

Nếu  cùng chẵn, .
	0,5

	
	


Nếu  cùng lẻ, nếu  thì 
	0,5

	
	


Nếu  cùng lẻ, nếu  thì 
	0,5

	4b
(3,0 điểm)
	





Ta làm bài toán tổng quát cho ước nguyên tố  của  với  tốt. Nhận thấy  là số nguyên tố và  nên  là số tốt. 




Giả sử  là một ước nguyên tố tốt của . Ta đặt  và .
	0,5

	
	

Chứng minh  hoặc  bằng cách


	1,0

	
	






Nếu , khẳng định được  không phải là ước của  nên tồn tại  sao cho . Từ  suy ra  và 


 và . 
	1,0

	
	
Nếu    chứng minh tương tự ta có: 

.
	0,5



------------------ HẾT ------------------
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