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socIÁO DUC VÀ �ÀO TAO KY THI CHON DOI TUYËN Dr THI HSG QUÓC GIA 

THANH HÓA NAM HOC 2021-2022 

HUÓNG DÅN CHÁM MÔN TOÁN 
Ngày thi: 27/9/2021 

(Dáp án gôm 07 trang) 

DE CHÍNH THÚC 

NÙi dung Diêm 
Bai 

1) (3 diêm). Cho däy sô (a,) xác dinh boi a, = 3,a, =7 vå a,s2 = 3a, -a, voi 

(5 diêm) VneN. Tinh lim- 

Tù giå thiêt a,2=3a,4, vÛi Vn e N, n21>a+2-3a, ta, = 0. 

Xét PT d·c trumg X*-3X +1 = 0 có hai nghiÇm x, = x, = 

2 

Nghiem a, = Ax+ B.x =AVS 1,0 

Thay n=1; n = 2=A = B=1, v­y a, = 

x+X3 
Trong dó 

Suy ra a,a,.2 = (x +x(+* 
= x++x +x X* (do xx, = 1) 

1,0 
= 4+7 +x = (x" +r+5 = aj. +5 

a +2 a = 5, Vk = 1,2,3,.., n 

1 4,412d= 24 Vk 1,2,3,.,n 
5 ag+ 5 a 0p+1 

Vay -Vây a.a*5 a,) sa, a 

3+5 
3+5 1,0 2 

L¡i có lim 2= lim 
n+ 

2 

2 2 

Vay lim2ad 5 30 2 3 



Truong hop 2: f(0) =l >f(f(y))=-f(0) =-I Vye R. 

x Po)): (0+1)//0)+s{fo)sV)+ f(T0)+v)=y 
2,0 -(+1)+/)+s{/0)+*) = y 

ffo)+f(fo)+»))= 2y+1 (2) 

-Xet P(x:0)>f(r)+f(x+S(r) =0 Vxe R 

sx+f())= -f(«) Vxe R (3) 

Tu (2).(3)f(r0)-s0))=2y+1 Vy eR 
Vây nen s()=fV)2y, +l = 2y), +1e y = » (**) 

Tù (*) và (**) ta có trong moi truong hop f dêu là don ánh. 

Thay y=1 vào (1) ta có f(S)= -(1-S(0))-f(0)=-1. 
Xét P(x-1): s(x/(-1)+/(x-1))= -l=f(f(-1)) Vre R 
Do f là don ánh nên 

xf-1)+f(x-1)=f(-1) Vre R 

f(r-1)=f(-1).(1-x) Vx e R 

f(r)=-s(-1).x VreR 
1,5 

fx)=C.x Vxe R, C là h�ng sô 

Thay vào bài toán: 

y+1).Cx+ f(Cay +C(x +y)) =y Vx,ye R 

Cay +Cx+Cxy+C'x+C°y =y Vx,ye R 

Cho y = 0, x =1>C +C =0 >C=0; C = -1. 

1,0 Cho y = 1, x = 0>C =1>C= t1. 

Vay C=-1>f(x)= -x Vx e R 

Thu l¡i ta thây f(x) = -x là hàm thoa mân bài toán. 
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Vây viÇc chúung minh (*) tuong duong vói chúng minh bài toán: Môi lân lây 

ra 2 sô bât ki cça dây và xêp chúng vào các vi trí vëra lây theo chiêu nguçc| 
li. Chung minh sau lë lân thuc hiÇn liên tiêp nhu vây, ta không thê nh­n 
dugc day 1;2;3,.; 2021 nhr ban dâu. 

That v­y: 

Voi i,je N, 1si<js 2021, xét ánh xa suy: P>P , fap(8) thu duget 

b�ng cách dôi chô cça (S(), S(G)), các vË trí còn l¡i giùnguyên. Ta dê1,5 

thay drge Jan = Jja°..0 Ji oo...0 Jj2° Sji (1) 

là hop thành cça 2(j-i)-1 ánh xa. 

Theo câu (1), T(S8))=T(8)+1 (mod 2). (2) 

Tù (1) và (2) 

TSo)) = T(8)+2(j-i)-1 (mod 2) 
(3) 

= T(8)+1 (mod 2). 

Già su 8, là thér tu cça 2021 só sau lân xêp thé k. Ta có d, eP và 

pSup (8,). vói 1 si<js 2021 nào dó. 

Theo (3) ta có 

T(8,)= T(S)+1 (mod 2) 
E. 

= T(%)+k (mod 2) 
1,0 

=k (mod 2) 

(do T(6) =0) 
Do dó voi k lë thi T(8,) z 0(mod 2). Hay 6, , vÛi moi sô k lé. 

Vay sau mÙt só lë làn nhu v­y, ta không the xép các sô vê chinh vË trí ban 

dâu. 

Chú ý: Huóng dân chám này chi thrc hiÇn cho loi giái nhue trên, nêu thi sinh làm bài 
theo cách khác thi tó chám thóng nhát phurong án chám thi cho phù hop và ván cho 

diem toi da nêu cúch giäi dúng. 



sß GIÁO DrC VÀ �ÅOTAO KÝTHI CHON �OI TUYÉN Dr THI HSG QUÓC GIA 

THANH HÓA NAM HOC 2021-2022 

MON THI: TOÁN 

DÈ CHÍNH THÚC Thoi gian: 180 phút, không kê thÝi gian giao dê 

Só báo danh Ngày thi thír hai: 28/9/2021 

(De thi có 3 bài, góm 01 trang) 

Bài 5 (6,0 diêm). Gi£ sù P(x) là mÙt da théc hÇ sô thrc thôa m�n tính chât: vÛi mÍi 

só thyre x,y thi |y' -Plris 2s| khi và chi khi -P()s 2|p|. 

Chung minh r�ng x =0 không phài là nghiÇm cça phuong trinh P(x) = 0. 

Bài 6 (7,0 �iém). Cho p là sô nguyên tô lón hon 3, n là sò nguyên duong sao cho 

só p-1, p. n, n+1 tiëng dôi mÙt không có uóc só chung lón hon 2. Tim tât cà các sò 

nguyen duong x,y thòa m�n x+ x++X+2= n+1 

Bi 7 (7,0 �iêm). Cho tam giác nhon ABC (AB< AC). nÙi tiêp duròng tròn (O). Các 

durong cao AD, BE và CF cua tam giác cát nhau tai H (DE BC, E e AC,F e AB). 

Goi M là trung �iêm cça canh BC. �uong tròn (J) ngoai tiêp tam giác AEF c�t 

duong tròn (0) tai di¿m thé hai là K(K * A): AM c�t drong tròn (J) tai diêm thr 

hai là (Q+ 4). 
1) Chúng minh các dròng th�ng KF, EQ và BC dông quy. 

2) Goi U là trung di¿m cça do¡n AM, P là diÃm di �Ùng trên cung nhô AC 

cùa (0). X là hinh chiêu vuông góe cça M trên AP. Goi I là trung diêm cça PX. 

Durong thang KI cåt (0) t¡i S (S K). Lây diêm T thuÙc drong thäng KX sao cho 

ITvuông góc vói Ul. Chúng minh ST luôn di qua mÙt diêm có dËnh khi P di 

chuyên trên cung nhò AC cça (O). 

HÉT 

Ho và tên thi sinh:. *********************** * 

Ghi chú: Thí sinh không duoc st dung máy tính cám tay khi làm bài. 



SO GIÁO DUC VÀ DÀO TAO 
THANH HOA 

KY THI CHON �OI TUYEN Dr THI HSG QUÓC GIA 

NAM HOC 2021-2022 

HU'ONG DÅN CHÁM MÓN TrOÁN 

Ngày thi: 28/9/2021 

(Dáp án góm 05 trang) 

DÈ CHÍNH THÚC 

Diêm 
Noi dung 

Bai 

5 Gi st P(x) là mÙt da thúc hÇ sô thre thoa m�n tinh chât: vói moi sô thåe 

(6 diêm) x,y thi -P(x)\s 2 | khi và chi khi - PVs 2|. 

Chúng minh r�ng x = 0 không phäi là nghiÇm ciüa phuong trinh P(x) =0. 

Phan chúmg: Giä së P(0) = 0. 
- Neu P(x) là da théc h�ng » P(x) = 0 Yx e R. 

Khi do, s 27| |r|s 2P|, không thé xày ra vÛi moi sô thåe x, y. 

- Neu deg P(x)21, d·t deg P(x) = neN*, goi a là hÇ sô b­c cao nhât cça 

Px). Ta chúng minh Vx e R thi |P(x)|2 2 

Th­t vây. già sù tôn t¡i sô thåc x, sao cho |P(x,))< 2|*%. b�ng cách 

chon= x, và y = 0 ta duoe P(x2 *s0*, =0. Do dó 

P(0)<0 mâu thuân. Vây |P(x)2 2 voi moi sô thure x. 

2,0 

Nhu v­y ta có P(x) * 0 vÛi mÍi x e (0;+00), mà P(x) mot là �a théc | 

nên luôn liên tåc trên (0;+o0). Do dó P(x)> 0 vÛi moi xe (0;+00) ho·c 

P(x)<0 vi moi xe (0;+0). 

Truong hop 1: P(x) > 0 vói moi x >0. Khi dó a> 0, lim P(x) = +o. 
X- 

Vói các giá trË x>0, ChÍn y= VP(x) thi |y* - P(x)= 0< 2 | 

P)|, 2yPx) 

P)P"(x)P()
do do -PO)s 2P|=2/P) = 

im a 2 2P(X) 
P"() P"(x) 

Già su n23 ta cóó- 0 khi x> +o và lim 
r*0 X 

2,0 

nên lim)=|im PVP(T)) 
P(x) P(x) 

khi Thành thrp 
P" (x) 

= a. >a 

X +oo hay a= lim 

P(:)) 
lim 
xt a 

r 2 

= 

n Do dó a =1 và 2 = n= 2 mâu thuan. V­y n = l ho·c n =2 



- Xét x >1. Tu giá thiêt suy ra 

x++X+1=y"* -15 =(-1(++y+1) (1) 

Goi q là uóe sÑ nguyén tó bát ký cça r+...+X+1 =*vây ql(r°-1)| 
x-1 

và (x.q) =l =x-1:q (Theo dËnh li nhô Fermat). 

Jk|P k =1x-liq Dat k=ord,(a), cho ta: klg -1k= =pl4-1ip 
Nêu x-1:q thì xP-+..+X+l=p(mod q)> p:q>p=q. 

1 
V­y tât cå các u'e sô nguyên tô g cça thi ho·c q =p hoãc| 

2,0 X-1 

q=1(mod p). Do dó tât cå các uóe cça ho­c chia hêt cho p ho·c | 

dông du vói 1 theo modulo p. 

-1=0 (mod p) 
Ly-I=1 (mod p) 

Kêt hop vói (1) ta có: 
y" +y"+. +y+l=0 (mod p) 

+l =l (mod p) 
Néu y-1=0 (mod p) =y=l (mod p) 2,0 

y+y"+...+y+1l=n+1 (mod p) 

n+l=0 (mod p)n+l=0 (mod p) 
n+1=1 (mod p) n=0 (mod p) 

Mâu thuan vói giä thi�t P.n)s2 thiet (p.n+1)s 

Nêu y-1 =l (mod p) y=2 (mod p) 
y"+y+... +y+1l = 2" -1 (mod p) 

2 -1= 0 (mod p)2 2P=1 (mod p) 
2-1= l (mod p)22 (mod p) 2,0 

Xét 2= l (mod p), 2 =1(mod p) nên cho ta: 2 =1 (mod p) 

Mà (n+1.p-1)S22=1(mod p) 
4 1(modp) Diêu này không xày ra do p>3. 

Xét 22 (mod p)=»2" =l (mod p). 2 = 1 (mod p) 
nên cho ta: 2-)=1 (mod p). Mà (n,p -1) s2 nên ta cing có mâu thuân. 

Vây không tôn t¡i các só nguyên duong x,y thôa mä�n phrong trinh (). 
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11 

Goi (U) là duong tròn duong kinh AM. 

Do AKM = AXM = 90 X. Ke(U). 

Già su KI c�t (U) tai diêm V, AV c�t tia TI t¡i diêm R. 

Ta có VXP = AKV =AKS = APS = VXP = XPS > XV I/SP. 

Mà là trung diem cua XP nên I cùng là trung diêm cça VS. 

Xét tú giác AXVK nÙi tiép (U), có AX cat KV t¡i / và UlLTR , theo 

dËnh lý con bróm thi I là trung diêm cùa TR. 

Suy ra VR/ /TS 

Già su ST c�t (0) tai W AVI/WS 

suy ra WAV =180° - AWS =AKS = AKV WA là tiép tuyén cça (U) 
2,0 

Cho A.B,C có �Ënh nên (U) có dinh và (0) có dËnh nên W có dinh. 

Vay ST luôn di qua diÃm có �Ënh W khi P thay �ôi trên cung nhó AC. 

Chú ý: H1róng dân châm này chi thrc hiÇn cho lÝi giai nhu trên, nêu thi sinh làm bài 
.1. l. A... , .... tlai 
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