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Câu 1. (4,0 điểm)  Cho dãy số  thỏa mãn  và 



Chứng minh rằng  có giới hạn hữu hạn và tìm giới hạn đó. 

Câu 2. (4,0 điểm) Tìm tất cả các hàm số  thỏa mãn:

.


















Câu 3. (4,0 điểm) Cho tam giác nhọn không cân  nội tiếp đường tròn và ngoại tiếp đường tròn . Gọi  là hình chiếu của  trên  cắt lại  tại . Lấy  và  lần lượt là điểm chính giữa của cung nhỏ  và cung lớn . Hai đường thẳng và  cắt nhau tại điểm . Gọi  là trung điểm cạnh .


a) Chứng minh rằng điểm  nằm trên đường tròn ngoại tiếp tam giác .














b) Gọi  là điểm trên đường thẳng  sao cho  và  trên đường thẳng  sao cho ,  cắt  tại  và  cắt  tại . Chứng minh  là trung điểm của .


Câu 4. (4,0 điểm) Tìm tất cả các bộ số nguyên dương () thỏa mãn: 
Câu 5. (4,0 điểm) Bạn A có một số chiếc thẻ thuộc ba loại thẻ: thẻ hai mặt đỏ; thẻ một mặt vàng, một mặt đỏ; thẻ hai mặt vàng. Bạn ấy không phân biệt được màu sắc nên cần một máy scan để quét. Tuy nhiên máy này cũng chỉ có thể phân biệt được tất cả các mặt thẻ úp xuống đưa vào trong máy có đều là màu vàng hay không. Nghĩa là nếu tất cả các mặt úp đều vàng nó sẽ báo vàng, còn chỉ cần có 1 mặt đỏ trong số đó thì nó báo không vàng. Mỗi lần bạn ấy có thể chọn bao nhiêu thẻ để đưa vào cũng được.




a) Chứng minh rằng  nếu A có  thẻ gồm  thẻ hai mặt đỏ và  thẻ hai mặt vàng thì A có thể sử dụng máy để tìm ra thẻ hai mặt đỏ sau nhiều nhất là  bước.





b) Xét dãy số Fibonacci  với . Với , giả sử bạn A có  thẻ gồm một thẻ hai mặt đỏ và 1 thẻ một mặt vàng, một mặt đỏ, còn lại là các thẻ hai mặt vàng. Hỏi bạn ấy có thuật toán nào để có thể tìm ra thẻ hai mặt đỏ bằng cách sử dụng máy nhiều nhất  lần hay không?
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Câu 1. (4,0 điểm)  Cho dãy số  thỏa mãn  và 



Chứng minh rằng  có giới hạn hữu hạn và tìm giới hạn đó. 
	Ý
	Nội dung
	Điểm

	
	

Ta có  với. 

Cả hai hàm đều có điểm bất động .


Bằng quy nạp có thể thấy  với mọi . 
	1,0

	
	
Chú ý rằng 


nên  khi 

	1,0

	
	

 với  

	1,0

	
	


Suy ra  với mọi  và do đó  

	1,0




Câu 2. (4,0 điểm) Tìm tất cả các hàm số  thỏa mãn:

.

	Ý
	Nội dung
	Điểm

	
	
 Ký hiệu: 

+) 



Nếu  thì vế phải chạy khắp , vế trái là hằng số, vô lý. Vậy 

	1,0

	
	

+)   (1)


+) :  (2)

	1,0

	
	· 



Nếu  thì  là song ánh nên (1) suy ra  hay. 
Thử lại thấy thỏa mãn. 

	1,0

	
	· 


Nếu   hay  thì từ (2) suy ra  


 được 

Từ (1) suy ra: 



Cho  được  Thử lại  thỏa mãn


Vậy  hoặc  

	1,0




Cách 2: Ký hiệu: 

+) 



Nếu  thì vế phải chạy khắp , vế trái là hằng số, vô lý. Vậy 


+)   (1)

TH1. Nếu , thử lại thấy thỏa mãn. 





TH2. Nếu tồn tại  sao cho . Ta chứng minh  đơn ánh. Giả sử  thỏa mãn: 




Xét  và  suy ra:  hay . 


Từ (1) và tính đơn ánh của  ta được 
Thử lại thấy thỏa mãn. 


Đáp số  hoặc 


















Câu 3. (4,0 điểm) Cho tam giác nhọn không cân  nội tiếp đường tròn và ngoại tiếp đường tròn . Gọi  là hình chiếu của  trên  cắt lại  tại . Lấy  và  lần lượt là điểm chính giữa của cung nhỏ  và cung lớn . Hai đường thẳng và  cắt nhau tại điểm . Gọi  là trung điểm 


a) Chứng minh rằng điểm  nằm trên đường tròn ngoại tiếp tam giác .














b) Gọi  là điểm trên đường thẳng  sao cho  và  trên đường thẳng  sao cho ,  cắt  tại  và  cắt  tại . Chứng minh  là trung điểm của .




	Ý
	Nội dung
	Điểm

	
	[image: ]
	

	a)
	



Ta có  ( cùng ) suy ra  nên tứ giác nội tiếp.
	0,5

	
	


Suy ra  suy ra  nội tiếp; suy ra 
	1,0

	b)
	



Ta có:  nên  do đó . Suy ra  .

	0,5

	
	



Gọi  cắt  tại  thì  là tứ giác điều hòa. 





Mà  là tiếp tuyến của đường tròn  nên  thẳng hàng hay  trùng . 

	1,0

	
	











Gọi  là giao của  với đường tròn  thì là đường kính của đường tròn  nên  hay , do  trung điểm  nên . Mà  nên  thẳng hàng. Ta có điều phải chứng minh.
	1,0





Câu 4. (4,0 điểm) Tìm tất cả các bộ số nguyên dương () thỏa mãn: 
	Ý
	Nội dung
	Điểm

	
	


 Xét  suy ra   nguyên dương bất kì thỏa mãn. Như vậy  



Xét  suy ra   nguyên dương bất kì thỏa mãn nên   

	0,5

	
	
Xét 





Gọi  là ước nguyên tố bất kì của . Khi đó ; suy ra ; suy ra 


Suy ra  nên .




Nếu chẵn thì . Khi đó với . 

Lại có (vô lý) 

Suy ra  lẻ.  

	0,5

	
	



Gọi  là ước nguyên tố bất kì của  thì lẻ; suy ra 

Có  ) 

Đặt 




Gọi  là một ước nguyên tố bất kì của  thì suy ra 




 suy ra ; nên  và  





Từ   và nên ; suy ra ; suy ra 

	1,5

	
	


+) Nếu suy ra  > ; vô lý !
	0,5

	
	



+) Nếu . Khi đó  hay ; như vậy   




Lại có xét ước nguyên tố  bất kì của  thì  nên ta có  




Nếu  2 thì  nên  suy ra ; vô lý !.



Nếu   khi đó ; đúng với mọi   




Vậy  với ;  nguyên dương bất kì




Hoặc  với ;  nguyên dương bất kì




Hoặc  với  nguyên dương và  

	1,0



Câu 5. (4,0 điểm) Bạn A có một số chiếc thẻ thuộc ba loại thẻ: thẻ hai mặt đỏ; thẻ một mặt vàng, một mặt đỏ; thẻ hai mặt vàng. Bạn ấy không phân biệt được màu sắc nên cần một máy scan để quét. Tuy nhiên máy này cũng chỉ có thể phân biệt được tất cả các mặt thẻ úp xuống đưa vào trong máy có đều là màu vàng hay không. Nghĩa là nếu tất cả các mặt úp đều vàng nó sẽ báo vàng, còn chỉ cần có 1 mặt đỏ trong số đó thì nó báo không vàng. Mỗi lần bạn ấy có thể chọn bao nhiêu thẻ để đưa vào cũng được.




a) Chứng minh rằng  nếu A có  thẻ gồm  thẻ hai mặt đỏ và  thẻ hai mặt vàng thì A có thể sử dụng máy để tìm ra thẻ hai mặt đỏ sau nhiều nhất là  bước.





b) Xét dãy số Fibonacci  với . Với , giả sử bạn A có  thẻ gồm một thẻ hai mặt đỏ và 1 thẻ một mặt vàng, một mặt đỏ, còn lại là các thẻ hai mặt vàng. Hỏi bạn ấy có thuật toán nào để có thể tìm ra thẻ hai mặt đỏ bằng cách sử dụng máy nhiều nhất  lần hay không?

	Ý
	Nội dung
	Điểm

	a)
	Ta chứng minh bằng quy nạp. 

, hiển nhiên đúng vì có 1 thẻ đỏ nên cần 0 bước

, 1 thẻ đỏ và 1 thẻ vàng nên cần nhiều nhất 1 bước 





Giả sử kết quả đã đúng đến  thẻ. Xét trường hợp có  thẻ với 1 thẻ đỏ và  thẻ vàng. Ta lấy  thẻ và cho vào máy quét. Như thế ta sẽ biết thẻ đỏ nằm trong phần bỏ vào máy quét hay phần còn lại. Áp dụng giả thiết quy nạp thì ta thấy có thể tìm thấy thẻ đỏ sau nhiều nhất:  bước. 

	1,0

	b)
	Câu trả lời là có





Bổ đề: Xét dãy Fibonacci  với , . Khi đó với mọi : 
Bổ đề này chứng minh dễ dàng bằng quy nạp

	0,5

	
	


Quay trở lại bài toán. Ta sẽ chứng minh có thể tìm được thẻ đỏ trong nhóm bất kỳ có  thẻ bao gồm 1 thẻ đỏ và 1 thẻ kỳ dị, còn lại là thẻ vàng bằng nhiều nhất là  lần 


Với , nghĩa là có  thẻ, thì chỉ có 1 thẻ đỏ, 1 thẻ vàng và 1 thẻ kỳ dị. Ta lấy 1 thẻ đưa vào. ( lần 1)
1-Nếu vàng, thẻ đỏ nằm trong phần còn lại. Lấy 1 thẻ trong phần còn lại, đưa vào ( lần 2). 
+) Nếu vàng thì thẻ còn lại đỏ
+) Nếu đỏ thì lật mặt và đưa vào ( lần 3). 
· Nếu đỏ thì thẻ đang scan là đỏ
· Nếu vàng thì thẻ đang scan là kỳ dị, thẻ còn lại đỏ. 
2-Nếu đỏ, lật mặt thẻ đó và đưa vào lại ( lần 2)
+) Nếu vàng, làm như trên, số lần tối đa là 4
+) Nếu đỏ thì đã tìm được thẻ đỏ. 
Như vậy ta cần nhiều nhất 4 lần để tìm ra thẻ đỏ. 

	0,5

	
	


Xét  thẻ, ta chia nó làm 2 nhóm, nhóm A có  thẻ và nhóm B có  thẻ. 
Ta quét nhóm B trước. Có hai trường hợp
1- 

Máy báo vàng. Khi đó thẻ đỏ nằm ở nhóm A, theo giả thiết quy nạp, ta có thể tìm được thẻ đỏ trong nhóm A nhờ nhiều nhất  bước. Vậy tổng cộng cần tối đa  bước

	0,5

	
	2- Máy báo không vàng. Nghĩa là có 1 mặt đỏ trong nhóm. Ta lật mặt cả nhóm và quét lại
a) 

Nếu máy báo  không vàng, nghĩa là thẻ đỏ nằm trong nhóm B, như vậy ta cần tối đa  bước nữa để tìm ra thẻ đỏ ( theo giả thiết quy nạp). Vậy tổng cộng tối đa là  bước. 

	0,5

	
	b) 




Nếu máy báo vàng, nghĩa là nhóm B chứa thẻ kỳ dị. Khi đó có 1 thẻ đỏ và còn lại là  thẻ vàng trong nhóm A. Theo câu a), ta cần tối đa là  bước, mà , nên thêm tối đa  bước. Vậy cần tối đa  bước. 
Theo nguyên lý quy nạp ta có điều phải chứng minh. 

	1,0
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