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Câu 1. (5,0 �i∫m)

Tìm tßt c£ các hàm sË f : N⇤ ⇥ N⇤ ! N⇤ sao cho vÓi mÂi x, y nguyên d˜Ïng:

f(x, y) = f(y, x); f(x, x) = x; yf(x, y � x) = (y � x)f(x, y) n∏u y > x.

(N⇤ ⇥ N⇤
k˛ hiªu t™p hÒp gÁm các c∞p s≠p th˘ t¸ (x, y) vÓi x, y 2 N⇤.)

Câu 2. (5,0 �i∫m)

Ch˘ng minh r¨ng tÁn t§i mÎt t™p hÒp T gÁm 2023 sË t¸ nhiên th‰a mãn �i∑u kiªn: vÓi A là t™p

con tùy ˛ cıa T , tÍng các ph¶n t˚ cıa A là lÙy th¯a cıa mÎt sË t¸ nhiên.

Câu 3. (3,0 �i∫m)

Cho P (x) là mÎt �a th˘c b™c hai có 2 nghiªm th¸c phân biªt. Ch˘ng minh r¨ng không th∫ x£y

ra �Áng thÌi các tr˜Ìng hÒp sau

1) �a th˘c P (P (x)) có �úng 3 nghiªm th¸c phân biªt.

2) �a th˘c P (P (P (x))) có �úng 7 nghiªm th¸c phân biªt.

Câu 4. (5,0 �i∫m)

Cho tam giác nhÂn không cân ABC nÎi ti∏p �˜Ìng tròn (O) vÓi sË �o cıa [BAC khác 60�, H là

tr¸c tâm. �˜Ìng trung tr¸c cıa �o§n thØng AB c≠t ti∏p tuy∏n qua C cıa (O) t§i P và c≠t �˜Ìng

thØng AC t§i D. �˜Ìng trung tr¸c cıa �o§n thØng AC c≠t ti∏p tuy∏n qua B cıa (O) t§i Q và c≠t

�˜Ìng thØng AB t§i E. GÂi I, J l¶n l˜Òt là tâm �˜Ìng tròn ngo§i ti∏p các tam giác BEQ,CDP .

Ch˘ng minh r¨ng ba �˜Ìng thØng PQ, IJ,OH �Áng quy.

Câu 5. (2,0 �i∫m)

Cho 2023 t™p hÒp khác rÈng A1, A2, . . . , A2023 th‰a mãn

X

1i<j2023

��Ai \ Aj

��

|Ai| ·
��Aj

�� < 1.

Ch˘ng minh r¨ng ta có th∫ chÂn ra 2023 ph¶n t˚, mÈi ph¶n t˚ thuÎc mÎt t™p trong 2023 t™p

A1, A2, . . . , A2023 sao cho các ph¶n t˚ này �ôi mÎt phân biªt.

———————–H∏t———————–

Chú ˛: - Thí sinh không �˜Òc dùng tài liªu.
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