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Bài 1 (5,0 điểm). Giải hệ phương trình 


	[bookmark: _Hlk145259304]Ý
	Nội dung
	Điểm

	5,0 điểm
	
Điều kiện xác định: .
	0,5

	
	Ta có: 


	1,0

	
	

Xét hàm số  đồng biến trên . Khi đó phương trình trên có dạng:


	1,0

	
	Thế vào phương trình còn lại ta được:


	0,5

	
	
Xét hàm số 

Ta có 




Kết hợp với   liên tục trên  ta suy ra  đồng biến trên [- 4;1] nên phương trình trên nhiều nhất 1 nghiệm đoạn 
	1,0

	
	


Mà  nên phương trình  có nghiệm duy nhất 



Khi  ta được . Vậy hệ có nghiệm .
	1,0





Bài 2 (4,0 điểm). Cho dãy số  xác định bởi 


	1. Chứng minh rằng với mỗi số nguyên dương , luôn có .



	2. Tìm tất cả các số thực  để dãy số  với  hội tụ.
	Ý
	Nội dung
	Điểm

	2.1
(2,0 điểm)
	


a) Ta chứng minh (1):  đúng với mọi  bằng phương pháp quy nạp theo .


+ Ta có  thỏa mãn . 

Vậy (1) đúng với .
	0,5

	
	

+ Giả sử (1) đúng với , tức là đã có  đúng.




Hàm số  đồng biến trên  và , suy ra .
	0,5

	
	
- Ta có 



. Điều này luôn đúng do . Vậy có .
	0,5

	
	
- Lại có 

	

	


	, luôn đúng do . 



Vậy có . Từ những điều trên suy ra (1) cũng đúng với . Theo nguyên lý quy nạp có (1) đúng với mọi số nguyên dương .
	0,5

	2.2
(2,0 điểm)
	
+ Từ (1) suy ra .



Do đó . Áp dụng định lý Cesaro cho dãy số dương  ta thu được  (2).
	1,0

	
	
+ Cũng từ (1) có . 


Do  nên có  (3).
	0,5

	
	
+ Kết hợp (2) và (3) ta có .

Suy ra 


Vậy dãy  hội tụ khi và chỉ khi .
	0,5






Bài 3 (3,0 điểm). Tìm tất cả các số thực  sao cho tồn tại duy nhất hàm số  thỏa mãn điều kiện  với mọi .
	Ý
	Nội dung
	Điểm

	3,0 điểm
	




Xét (1):  với mọi . Với mỗi cặp số thực dương , kí hiệu  chỉ việc thay  vào (1).

1) Trường hợp 1: .



Chọn hàm  là hàm hằng:  luôn thỏa mãn phương trình (1). Như vậy  không thỏa mãn yêu cầu.
	0,5

	
	
2) Trường hợp 2: . 

Giả sử tồn tại hàm số  thỏa mãn (1).

+ 

.

+ .
+ Kết hợp hai điều trên suy ra (2):

.

+ Trong (2) đổi vai trò của  cho nhau có 

.
	1,0

	
	
Từ hai điều trên suy ra 


 (hằng số), .

Vậy .
	0,5

	
	

+ Thử lại vào (1) thu được , vậy .
	0,5

	
	




Để có  thì . Ràng với mỗi  thì xác định được duy nhất hàm số  thỏa mãn (1). Vậy có đáp số là .
	0,5










[bookmark: _Hlk145274291]Bài 4 (4,0 điểm). Cho tam giác  nhọn có các đường cao  cắt nhau tại  Điểm  di động trên cạnh . Gọi  là các điểm thoả mãn  

1. Chứng minh rằng ba điểm  thẳng hàng.




2. Chứng minh rằng đường thẳng qua  vuông góc với  luôn đi qua một điểm cố định khi  di động trên cạnh .
[image: ]Hình vẽ:












	Ý
	Nội dung
	Điểm

	4.1
(2,0 điểm)
	





Gọi  là giao điểm của  và ;  là giao điểm của  và 


Kí hiệu  lần lượt là đường tròn đường kính  




Khi đó ; đường tròn  đi qua  và tiếp xúc với  
	0,5

	
	



Ta có  vuông tại  tương ứng và có các đường cao lần lượt là . Suy ra  


Do đó  là trục đẳng phương của 2 đường tròn .
	1,0

	
	





Mặt khác ta có  là trực tâm tam giác  nên  . Do đó . Vậy ba điểm  thẳng hàng.
	0,5

	4.2
(2,0 điểm)
	Gọi  lần lượt là trung điểm của ;  là điểm đối xứng với  qua  thì  cố định
	0,5

	
	Ta có  là đường trung bình của tam giác  nên  
	0,5

	
	Mà  lần lượt là tâm của đường tròn  và  là trục đẳng phương của 2 đường tròn  nên  
	0,5

	
	Suy ra . Vậy đường thẳng qua  vuông góc với  luôn đi qua điểm  cố định
	0,5


Bài 5 (4,0 điểm).


[bookmark: _Hlk145310588]1. Từ các chữ số 1, 2, 3, 4, 5 có thể lập được bao nhiêu số tự nhiên có  chữ số mà trong mỗi số tự nhiên này chứa một số lượng lẻ chữ số 1 và chứa một số lượng chẵn chữ số 2 (ở đó  là số nguyên dương cho trước).



2. Cho một đồ thị có  đỉnh () không có chu trình 3 và không có chu trình 4. Chứng minh rằng số cạnh của đồ thị không vượt quá .
	Ý
	Nội dung
	Điểm

	5.1
(1,5 điểm)
	




+ Cố định số nguyên dương  lẻ, , ta đếm  là số lượng số tự nhiên có  chữ số được lấy từ 1, 2, 3, 4, 5 mà số lượng chữ số 1 là số lẻ, tổng số lượng chữ số 1 và 2 đúng bằng .



	- Đầu tiên chọn ra  vị trí từ  vị trí có  cách.







	- Điền chữ số 1 và 2 vào  vị trí đã chọn: Chọn  vị trí từ  vị trí ( lẻ và ) để điền 1 và  vị trí còn lại điền 2, như vậy có tất cả  cách điền 1 và 2.
	0,5

	
	


           - Ở  vị trí còn lại, mỗi vị trí có thể điền tùy ý 3 hoặc 4 hoặc 5, do đó có  cách. Theo quy tắc nhân có .
	0,5

	
	
+ Vậy số lượng số có thể lập bằng .
	0,5

	5.2
(2,5 điểm)
	









Xét đồ thị  Giả sử tập đỉnh là , với mỗi  kí hiệu  là bậc của  Đếm N là số bộ  trong đó  là các đỉnh, ,  nối với cả 




+) Mỗi  có  cách chọn  nên 
	0,5

	
	

+) Chọn có  cách.


Giải thích:  là số cách chọn 2 đỉnh, bỏ đi số cạnh để được số cách chọn 2 đỉnh không kề nhau. Do không có tam giác nên  không kề nhau.




Với mỗi cách chọn  có không quá 1 cách chọn  (Vì nếu có 2 đỉnh  cùng kề với  thì tồn tại chu trình 4, mâu thuẫn giả thiết).
	1,0

	Ý
	Nội dung
	Điểm

	5.2
(2,5 điểm)
	

Suy ra  Do đó  
	0,5

	
	

Từ  và Bất đẳng thức Cauchy – Schwarz  ta được 

 
Có điều phải chứng minh.
	0,5



Chú ý: Mọi cách giải khác của thí sinh mà đúng, tổ giám khảo thống nhất và cho điểm tương ứng.

---------- HẾT ----------
Hướng dẫn chấm - Trang 2
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