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Cau 5. Cho tam gidc ABC duong noi tiép (O), cac duong phan giac AD, BE, C'F. Tiép tuyén
tai A cit tuyén tuyén tai B,C cta (O) lan lugt tai M, N. Goi X,Y lan lugt 1a trung diém
DE, DF. Chiing minh rang M X, NY, AD dong quy.

Cau 6. Cho da thitc P(x) monic, bac nh6 hon p thod man v6i moi s6 ty nhien d < p — 1,

Z (i+d)—P@i)*>=0 (mod p).

=1

-1
Chitng minh rang deg P < T

Cau 7. Cho n > 8 thanh phd va mot sé chuyén bay hai chiéu gitta 2 trong n thanh phd do.
Hai thanh phé A, B dudc goi 1a két noi néu c6 chuyén bay hai chiéu gitta A va B. Nhém 8
thanh phd ma 2 thanh phé bat ky doi mot két noi duge goi 1 sum vay. Ngudi ta nhan thay
rang néu mé théem mot chuyén bay hai chiéu gitta hai thanh phd bat chua dugc két noi thi sd
nhom thanh phé sum vay tang len. Tim s6 nhé nhét cac cap thanh phd két noi ctia n thanh
phd nay.

Hét

- Thi sinh khong duge su dung tai liéu.
- Gidm thi coi thi khong gidi thich gi thém.
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Cau 5.
Goi I 1a giao diém BE,CF. Goi T la giao diém tiép tuyén tai B, C ciia (O). Goi J la trung

diém EF. Ta sé chiing minh 7, T, J thing hang.
Goi Q 1a giao diém ctia I.J va BC, G, L lan lugt 1a giao diém ctia BE,CF véi (O). Goi P, K
lan lugt 14 giao diém cta GL v6i BO, EF.
Ap dung dinh Iy Pascal cho bo (7'7%) = E, F, K thang hang.
Do GL la trung truc AI nén KA = K1
= (IK,IA) = (AlI,AK) = (AI,AB) + (AB,AK) = (AC,Al) + (CB,CA) = (DB,DA)
(mod ) = IK || BC. o - .

x % 2 2 K B I . E
Dé thiy GI* = GA* = GE-GB. V1 IK | BC = [ = == = —— = IP || EF.
Suy ra I[(PQBC) = [(PJEF) = —1 = P,Q lién hgp d6i v6i (O). Ma I, P lien hop va I,T
ciing lien hop déi v6i (O) nén I, T, Q thang hang hay I, J,T thang hang.
Ching minh tuong tu ta c6 M, X, I thing hang, N,Y, I thing hang.
Vay MX,NY,AD dong quy.

p p
Cau 6. Dau tién, ta chiing minh véi moi k € N* thi Y i*p Vk fp— 1 va > i* = —1 (mod p)
i=1 i=1

v6i moi kip — 1.
That vay, do p 1a sb nguyén t6 nén ton tai ¢ 1a cin nguyén thuy mod p. Ta c¢6 {1,2,...,p} va



{¢,2¢,...cp} 1a cac HDD mod p nén

P
Vi ¢ la can nguyén thuy mod p,k /p—1nénc®*—120 (mod p) = > i* =0 (mod p), dpcm.
i=1

p

Tu nhan xét trén, ta suy ra véi méi da thic f € Z[z],deg f < 2p—2 thi Y. f(i)'p < he s6 cla
i=1

2P~ chia hét cho p.

. -1 k . S
Gidsip—1>k=degP > pT Dat P(x) = Y a;x" trong d6 ax, = 1,a; € ZVi = 0, k.
i=0

V6i mdi d < p — 1, dat

Qa(x) = (P(z +d) — P(x))’

i=1 u=0

k
E a/laj Cucv u+Udl+] u— v

i,j=1

i
o
i
o

-1
Dop—lZdegP>p nén 2p —2 >degQqy>p—1.

p

Theo gia thiét, ta c6 > Q4(i) =0 (mod p) nén he s6 ctia 2P~ trong Q4(z) chia hét cho p.
i=1

Xét da thitc hé s6 nguyen f:

k
= E a;a; g CZ‘C;’x’ﬂ_p“.

i,j=1 utv=p—1,u<i,v<j

Khi d6, f(d) 1a he s6 ctia 2P~! trong Qa(x). Taco: deg f <2k —p+1<p—1va f(d):p véi
moi d = 1,p — 1 nén tat ca hé sd ctia f déu chia hét cho p.
Mit khéc, hé s6 cao nhat clia f bang:

Yoo ey =cnt 20t

utv=p—1,u,v<k

Vi2k>p— 1 nén CP-'ip. Vi k < pnen 2077 /p. Do d6 €21 — 207~ * Jp, mau thudn.

-1
Vay deg P < T
Cau 7. Dau tien, ta xét bo dé sau: Xét (A, B,-)f:1 la ho céc tap hitu han thod man |A4;| =
k
Chitng minh. Goi S = U(A% U B;). Sap xép ngau nhién cic phan tit ctia S thanh hang ngang.
i=1
V6i moéi 1 < i < k, goi X; 1a su kién tat ca cac phan ti ctia A; xép trude cac phan tit clia B;.

2



1

anml—&-n‘
Mt khéc, v6i moi i # j thi X; N X; = 0.
That vay, gia sit ton tai mot cach sip xép cac phan tit ciia S sao cho ton tai i # j ma tat ca
cac phan tit clia A; xép trudce tat ca cac phan tit clia B; va tat ca cac phan tit clia A; xép trudce
tat cd cac phan tit cia B;.
Theo gia thiét, ton tai @ € A; N B,y € A; N B;. Dé thay x #y do A; N B; = 0.
Do x € A;,y € B; nén x ding trude y.
Do z € B;,y € A, nén y ding trudc =, mau thuan.
Vay v6i moi ¢ # j thi X; N X; = 0. Khi do,

k k k
U Xi] = ; PLX] = =

i=1 mtn

Khi d6, P(X;)

1>P

Suyrak < Cp ..
Quay lai bai todn. Xét G = (V, E) 1a do thi ¢6 cac dinh tuong ting véi cac thanh phd; hai dinh
duge néi v6i nhau néu hai thanh phd tuong tng két noi.

Xét Ay, Ay, ..., Ay 1a tat cac tap con ctia V chita 2 dinh khong duge néi véi nhau trong G.
Theo bai ra ta ¢6, v6i mdi ¢ = 1, k, ton tai C; 1a tap gom 6 dinh ctia G, A; N C; = 0 sao cho khi
n6i 2 dinh thuoc A; thi cing véi 6 dinh thuoc C;, ta duge do thi 8 dinh day du Kg.

Xét B; =V \ (A; UC;). Khi dé |By] =n — 8 v6i moi i = 1, k.

Ta chiing minh A; N B; # 0 v6i moi i # j. That vay, gid stt A; N By = (0. Khi d6, A; € A3 N Cs.
Do vay, trong 8 dinh thuoc A; N Cy, ¢6 it nhat 2 cap dinh chua duge ndi (1a A; va Ay), mau
thuan v6i dinh nghia Cs.

Ap dung bé d8, ta duge k < C2_ = (n 7)2(71 — 6). Suy ra |E| > 6n — 21.

Ngudce lai, xét do thi G gom n dinh, trong dé c¢6 6 dinh doi mot néi véi nhau, tao thanh K,
n — 6 dinh con lai dugce ndi véi 6 dinh d6 va khong c6 hai dinh nao trong n — 6 dinh nay noi
v6i nhau.

Dé thay do thi G thod man yéu cau bai toan va sé canh ctia G 1a

Cs +6(n —6) = 6n — 21.

Vay s6 cip thanh phé két noi nhé nhat 1a 6n — 21.



