	UBND TỈNH BẮC NINH
SỞ GIÁO DỤC VÀ ĐÀO TẠO
	HƯỚNG DẪN CHẤM ĐỀ CHỌN ĐỘI TUYỂN
DỰ THI HỌC SINH GIỎI QUỐC GIA NĂM 2021
Môn thi: Toán 
Ngày thi: 07/10/2020
 (Hướng dẫn chấm có 03 trang)


	Câu
	Đáp án
	Điểm

	5
	




[bookmark: MTBlankEqn]Cho dãy số  xác định như sau:  với mọi số tự nhiên  . Biết rằng  là số nguyên tố và trong dãy có số hạng bằng  . Tìm tất cả các giá trị có thể của .
	6,0

	
	

Xét , dễ thấy khi đó, mọi số hạng kể từ  đều chẵn nên không thỏa mãn giả thiết.
	0,5

	
	

Xét  lẻ. Từ giả thiết, ta có 






Nên   với mọi số nguyên . Xét với số hạng bằng  trong dãy, kí hiệu là  ta được (1) 
	1,5

	
	


Lại có  nên  hay 


Áp dụng với  ta được  


Từ đó  hay (2) 
	2,0

	
	


Từ (1) và (2), kết hợp áp dụng định lí Fermat (để ý  lẻ )ta được:            
	1,5

	
	
Từ đó, suy ra giá trị duy nhất  thỏa mãn.
	0,5

	6a
	














Cho đường tròn   bán kính  tiếp xúc với đường thẳng d tại điểm  cho trước. Một điểm  di dộng trên , tiếp tuyến của  tại  cắt d tại. Một đường tròn thay đổi   tâm  qua  và tiếp xúc với d tại , gọi là đầu mút còn lại của đường kính qua  trên đường tròn .


	a/ Chứng minh  và  tiếp xúc với đường tròn cố định.
	4,0

	
	[image: ]
	

	
	




Ta có  nên O,M,I thẳng hàng. Gọi K là giao điểm của OP với (C), khi đó PM, IK là các đường cao của chúng cắt nhau tại F( trực tâm). Gọi E là giao điểm của OF với IP, thì OM = EP = R, suy ra  từ đó có , như vậy  cân nên OI=PI.

(HS có thể chứng minh thông qua liên hệ giữa các góc )
	1,0

	
	Gọi S là điểm xuyên tâm đối của điểm T trên đường tròn (O), gọi k là phương tích của điểm S đối với đường  tròn (C). Gọi Rc là bán kính của (C) (Rc thay đổi). Ta tính k. 

Ta có: .
Gọi H là hình chiếu của J trên ST, thì JH // d. Trong tam giác vuông SJH có:



		(ta luôn có điều này cả khi  nằm trong hay ngoài đoạn ).

Suy ra  

Mà OP2 = 4PK2 = 4PE’.PI = 4R.Rc do đó 
	1,0

	
	




Bây giờ xét phép nghịch đảo cực S phương tích  thì đường tròn (C) bảo toàn. Khi đó đường thẳng d biến thành đường tròn có đường kính SA nằm trên ST, với A là điểm nghịch đảo của T và  suy ra .  Chứng tỏ  là đường tròn cố định.
	1,0

	
	

Do tính bảo giác của phép nghịch đảo nên , hay (C) tiếp xúc với đường tròn cố định  tại P’ là nghịch đảo của P.
	1,0

	6b
	



Tìm quỹ tích tâm  của đường tròn  khi  di động trên .
	3,0

	
	

Ta gọi G là tâm của đường tròn  thì . Lại có 3 điểm G,P’ và J thẳng hàng và ta có  

 (1)
	0,5

	
	




Ta kéo dài JP một đoạn , kí hiệu   là đường thẳng qua Q song song với . Dễ thấy khi tâm J  của  thay đổi thì Q di động trên đường thẳng  cố định.

Ta  có    (2)
	1,0

	
	

Từ (1) và (2) ta có  chứng tỏ quỹ tích của tâm J là Parabol có tiêu điểm là G và đường chuẩn là .
	1,5

	7
	Một thành phố phát động phong trào đi bộ cho người dân. Thống kê điều tra cho thấy, trong  tháng 9, mỗi ngày có ít nhất 84% tổng số người dân đi bộ. Trong một ngày, ta gọi hai người dân là một “cặp chăm chỉ” nếu trong ngày đó có ít nhất một trong hai người đi bộ. Chứng tỏ rằng, luôn tìm được trong số người dân của thành phố hai người là “cặp chăm chỉ” trong tất cả các ngày của tháng 9. (Giả sử rằng tổng số người dân là số nguyên lớn hơn 2).
	7,0

	


	

Gọi tổng số người dân của thành phố đó là ( )

Nếu  thì mỗi ngày có ít nhất 11 người đi bộ nên có tối đa 1 người không đi bộ. Khi đó chọn bất kì hai người nào cũng là cặp chăm chỉ trong tất cả các ngày.
	1,0

	
	



Nếu , khi đó mỗi ngày, số người không đi bộ nhiều nhất là ,  trong đó , . 


Trong một ngày, ta gọi một cặp là lười nếu họ không phải là cặp chăm chỉ. Như thế, số cặp lười trong mỗi ngày tối đa là . Vì vậy, số cặp lười trong 30 ngày tháng 9 không lớn hơn  (*)
	2,0

	
	
Bây giờ, giả sử ta không thể tìm được cặp chăm chỉ trong tất cả các ngày tháng 9 như yêu cầu đề bài. Khi đó, cứ mỗi cặp lại có ít nhất một ngày trong tháng là lười nên số cặp lười trong tổng số n người dân ít nhất là . (**)
	2,0

	
	
Từ (*) và (**) ta suy ra , 


 điều này không thể xảy ra vì .
Chứng tỏ luôn tìm được 2 người dân mà mỗi ngày trong tháng đều có ít nhất 1 trong 2 người đi bộ.
	2,0
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