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 TỈNH BÀ RỊA – VŨNG TÀU 	LỚP 12 THPT, NĂM HỌC 2021-2022
            ------------------	MÔN THI: TOÁN

HƯỚNG DẪN CHẤM ĐỀ CHÍNH THỨC
(Hướng dẫn chấm có 08 trang)
Bài 1 (4,0 điểm). 




a) Cho  và  là hai đa thức có bậc không quá 2020 và thỏa mãn        .  Tính .

b) Tìm tất cả bộ ba số thực dương  thỏa mãn hai điều kiện 


      và 
.
	Nội dung
	Điểm

	



a) Cho  và  là hai đa thức có bậc không quá 2020 và thỏa mãn        .  Tính .
	
 

	
Cặp đa thức  thỏa mãn đẳng thức trên là duy nhất:

Giả sử có cặp  với bậc không quá 2020 thỏa mãn đề bài.

Ta có .






Do  và  là hai đa thức nguyên tố cùng nhau nên  chia hết cho . Mà bậc của  không quá 2020 nên . 

Suy ra 
	

0.5

	

 Thay x  bởi  ta được: .

.
	
0.5

	
 Do đó .
	0.5

	


 Tại : . Vậy .
	0.5

	
b) Tìm tất cả bộ ba số thực dương  thỏa mãn hai điều kiện 


      và 
	

	

Từ giả thiết ta được  do đó tồn tại một tam giác nhọn  sao cho 


Điều kiện thứ hai của bài toán chuyển thành 
	
0.5

	
Ta có 

          

          

          
	




0.5

	
          

Mà 

Và 

Do đó ta được 
	0.5

	Theo giả thiết ta được đẳng thức xảy ra, giải ra được




 Thay trở lại cách đặt ban đầu ta được . Do đó thu được  và ta tìm được duy nhất nghiệm của bài toán 
	0.5






Bài 2 (3,0 điểm). Cho dãy số  xác định bởi  và .

Chứng minh dãy  có giới hạn hữu hạn và tính giới hạn đó.

	Nội dung
	Điểm

	


Cho dãy số  xác định bởi  và .

Chứng minh dãy  có giới hạn hữu hạn và tính giới hạn đó.
	
 

	

Ta có  và .
	
0.5

	

 Ta thấy  và . 



Ta chứng minh  và , . (*)



(*) đúng đến . Giả sử (*) đúng đến , .
	0.5

	
 Xét . 


Do hàm số  đồng biến trên  nên 

.
	
0.5

	

 Tương tự ta có .  Suy ra (*) đúng đến .
	0.5

	
Các dãy  đơn điệu và bị chặn nên các dãy trên có giới hạn. 


Đặt  thì .
	
0.5

	

Ta có hệ .


Vậy dãy  có giới hạn và .
	

0.5


















Bài 3 (5,0 điểm). Cho tam giác  nhọn, không cân, nội tiếp đường tròn tâm  và có các đường cao  cắt nhau tại  Gọi  là điểm đối xứng của  qua đường thẳng   cắt  tại  cắt  tại  cắt  tại 
a) 

Chứng minh đường tròn ngoại tiếp tam giác  và đường tròn đường kính  tiếp xúc nhau.
b) 




Tiếp tuyến tại  của đường tròn đường kính  cắt  tại  Chứng minh 

	
	Nội dung
	Điểm

	
	
[image: ]
	

	







3.a
(2,5 đ)
	





Chứng minh được  từ đó suy ra tứ giác  là hình bình hành. Gọi  là tâm đường tròn Euler của tam giác  là trung điểm của  là trung điểm của 
	
0,5

	
	

Do các tứ giác  nội tiếp nên 


Suy ra  là trục đẳng phương của hai đường tròn ngoại tiếp tam giác 
	0,5

	
	

Tuy nhiên tâm của hai đường tròn này lần lượt là  tại điểm 
	0,5

	
	



Gọi  lần lượt là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác  và đường tròn đường kính Do tứ giác  nội tiếp nên ta được









 thẳng hàng hay hai đường tròn  tiếp xúc nhau tại 
	


1,0

	






3.b
(2,5 đ)
	






 cắt  tại  Do tứ giác  nội tiếp  thuộc trục đẳng phương của hai đường tròn ngoại tiếp tam giác  là  




Đường thẳng  cắt hai đường thẳng  tại  và 

Ta có .




Đến đây do tam giác  vuông tại  nên ta thu được  là trung điểm của 
	


1,0

	
	



Gọi  là giao điểm của  Áp dụng định lý Menelaus cho tam giác  với đường hoành  ta được :


	
0,5

	
	
Tuy nhiên theo hàng điều hòa cơ bản cho tứ giác toàn phần 


	
0,5

	
	






Đến đây do tam giác  cân tại  nên ta cũng có tam giác  cân tại  Vậy ta thu được 
	
0,5



Bài 4 (5,0 điểm). 




a) Cho hàm số  thỏa mãn  với mọi số thực  Chứng minh rằng 

b) Cho các số nguyên dương a, b, c  phân biệt. Chứng minh tồn tại số nguyên n  sao cho  là các số đôi một nguyên tố cùng nhau.
	Nội dung
	Điểm

	



Cho hàm số  thỏa mãn  với mọi số thực  Chứng minh rằng 
	
 

	

Kí hiệu (1) : . Giả sử rằng 




Nếu . Xét  tùy ý thì từ  ta có 


Tức là  mà 

Tuy nhiên  mâu thuẫn với điều đang giả sử.
	

0.5

	

Do đó tồn tại số thực  sao cho 



Thay  bởi  vào (1) ta được 

Từ đây ta được .

Khi đó ta cũng thu được :   (2).
	

0.5

	

Tồn tại số thực dương  sao cho . 



Từ (2) ta cũng tìm được số thực dương  đủ lớn sao cho  và 
	
0.5

	


Từ (1) thay  bởi , ta được :
	0.5

	

Từ (1) thay  bởi  ta được


	
0.5

	

Từ (1) thay  bởi , ta được 


 vì 

Từ đây dẫn đến điều vô lý. Vậy phải có 
	

0.5

	
b) Cho các số nguyên dương a, b, c  phân biệt. Chứng minh tồn tại số nguyên n  sao cho  là các số đôi một nguyên tố cùng nhau.
	


	

Trong hai bộ số  và  có một bộ chứa ít nhất hai số lẻ. 
Do đó, không mất tổng quát giả sử a, b  lẻ.
	0.5

	
Xét .
Nếu A  không có ước nguyên tố lẻ thì các số a, b, c  đôi một nguyên tố cùng nhau.
	0.5

	

 Nếu A  có các ước nguyên tố lẻ là  với  thì:





Với mỗi , ít nhất hai trong ba số a, b, c  đồng dư  nên tồn tại  sao cho  không chia hết cho .
	0.5

	


 Theo định lý thặng dư Trung Hoa, tồn tại số nguyên n  để   và . Khi đó xét các số .





Ta có  đều lẻ và  nên  không chia hết cho . Suy ra .

Tương tự có .
	0.5


Bài 5 (5,0 điểm). Trên mặt phẳng ta vẽ 3333 đường tròn đôi một khác nhau và có bán kính bằng nhau. Chứng minh rằng luôn chọn ra được trong số đó 34 đường tròn mà các đường tròn này đôi một có điểm chung hoặc đôi một không có điểm chung.

	
	Nội dung
	Điểm

	


















5.
(3,0 đ)
	
Kí hiệu  là bán kính các đường tròn đang xét.








Ta xét một đồ thị , trong đó mỗi đỉnh tương ứng với mỗi đường tròn đang xét. Số đỉnh của đồ thị  là  Hai đường tròn có điểm chung thì ta nối hai đỉnh tương ứng với chúng bởi một cạnh. Hai đỉnh của  gọi là kề nhau nếu giữa chúng có một cạnh. Ta kí hiệu là số đỉnh lớn nhất của đồ thị  sao cho hai đỉnh tùy ý trong chúng kề nhau (tạo thành một đồ thị con đầy đủ), ký hiệu  là số đỉnh lớn nhất của đồ thị  sao cho hai đỉnh tùy ý của chúng không kề nhau.

Ta cần chứng minh 


Ta xét tất cả các cách tô màu các đỉnh của  sao cho hai đỉnh kề nhau luôn được tô bởi màu khác nhau. Gọi  là số màu ít nhất cần dùng để tô đồ thị.
	



0,5



	
	



Do  đỉnh của đồ thị được tô bởi  màu nên tồn tại một màu được tô bởi không ít hơn  đỉnh. Ta xét tất cả các đỉnh được tô bởi màu này, rõ ràng các đỉnh này đôi một không kề nhau 
	

0,5

	
	












Dễ thấy tốn tại một đường thẳng  sao cho các đường thẳng đi qua tâm các đường tròn và cùng phương với  thì đôi một khác nhau. Chọn hệ trục tọa độ nhận đường thẳng vuông góc với  làm trục hoành. Khi đó tất cả các tâm đường tròn đều có hoành độ khác nhau. Ta chứng minh rằng  với mọi đồ thị  con của  thì trong  luôn tìm được một đỉnh có bậc không vượt quá  Thật vậy : trong  ta xét đỉnh tương ứng với đường tròn mà tâm  có hoành độ lớn nhất. Như vậy những đỉnh trong  kề với đỉnh này đều có tâm nằm ở nửa đường tròn bán kính  về phía bên trái của  Chia nửa đường tròn này thành 3 hình quạt với góc ở tâm là 






Dễ thấy hai điểm tùy ý nằm trong cùng mỗi hình quạt đều đôi một cách nhau không quá  nên các đường tròn tương ứng và đường tròn tâm  đều đôi một có điểm chung. Tuy nhiên theo cách gọi ban đầu thì mỗi hình quạt này chứa không quá  điểm khác , nghĩa là nữa đường tròn này chứa không quá  điểm, như vậy đỉnh tương ứng đang xét có bậc không vượt quá 
	





1,0

	
	







Ta chứng minh bổ đề sau : Đồ thị  và  là số thực dương sao cho mọi đồ thị  con của  thì luôn tìm được một đỉnh có bậc trong  không vượt quá  Khi đó có thể tô màu bởi không quá  màu.















Chứng minh bằng quy nạp theo số đỉnh của  Nếu  có số đỉnh không quá  thì hiển nhiên. Giả sử khẳng định đúng đến số bậc của  là  Xét đồ thị  có  đỉnh, tồn tại đỉnh  có . Khi đó  cũng có tính chất tương ứng nên có thể tô bởi không quá  màu. Tuy nhiên  kề không quá  đỉnh nên với  màu thì luôn có thể chọn để tô màu cho , từ đó ta được đpcm.
	


0,5

	
	
Áp dụng và bài toán : Đặt 

Từ bổ đề ta được 

Ta có .

Vậy ta có  (đpcm).
	

0,5



---------------Hết---------------
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