Đề Thi Chọn Đội Tuyển Tỉnh Vĩnh Long 
Dự Thi Học Sinh Giỏi Quốc Gia THPT 2022-2023
Vòng 1: Buổi sáng
Câu 1: 
a) Giải phương trình 
Lời giải
Cách 1: Đặt ẩn phụ đưa về hệ


Ta viết lại . Đặt , ta có hệ phương trình

.
Lấy phương trình (1) trừ cho phương trình (2) ta được



. Thay  vào (1) ta dược .


. Vậy phương trình có nghiệm duy nhất .

Cách 2: 

.


Xét hàm số , hàm số đồng biến trên  nên ta có 

.

b) Giải hệ phương trình 
Lời giải

Điều kiện:  . 


Vì  không là nghiệm của hệ phương trình nên xét với  

 Ta có 

Thay  vào phương trình thứ hai (2) , ta được phương trình






. Vậy hệ có nghiệm duy nhất là .
Cách 2:


, điều kiện .

.

Xét hàm số .

Suy ra hàm số đồng biến trên .

Suy ra .

Thay vào (2) : 





Vậy hệ có nghiệm duy nhất là .
Câu 2: 


Cho dãy số  được xác định bởi  Tính .
Lời giải

Ta có 

Đặt 


Suy ra  lập thành một cấp số cộng có .

Vậy 

Khi đó 





. Vậy .
Câu 3: 
a) Chọn ngẫu nhiên ba số đôi một khác nhau từ tập hợp . Tính xác suất để trong ba số được chọn không có hai số tự nhiên liên tiếp. 
Lời giải

a) Số cách chọn ba số đôi một khác nhau từ tập A là  cách.
Số cách chọn ba số liên tiếp là 18 cách.


Ba số liên tiếp xếp vào các vị trí  ()

Số cách chọn ba số trong đó có đúng hai số liên tiếp là . Vì



TH1. Chọn được bộ hai số  hoặc , số thứ ba được chọn trong mỗi trường hơp là 17. Trường hợp này có  cách.

TH2. Chọn được bộ hai số trong 17 bộ , số thứ ba được chọn trong

mỗi trường hợp là 16. Trường hợp này có  cách.

Vậy xác suất cần tìm là .



b) Người ta cắt từ hình vuông  ô ra được  chữ  như hình vẽ. Hỏi ô trống còn lại có thể ở những vị trí nào?
[image: ][image: ]

Lời giải

b) Trước tiên, ta tô màu đen cho các ô ở hai đường chéo hình vuông (hình 1). Nhận xét, mỗi chữ  như hình sẽ chiếm hai ô trắng + hai ô đen, hoặc là 3 ô trắng + 1 ô đen. Tức là hiệu số ô trắng và ô đen luôn là số chẵn.
[image: ]
Vì trên hình vuông sau khi được tô thì có 16 ô trắng và 9 ô đen cho nên ô lẻ còn lại phải màu đen, hay vị trí lẻ nằm ở các ô thuộc hai đường chéo hình vuông đã cho (1)
Sau đó ta tô màu đen cho các ô thuộc 3 cột của hình vuông như trên ( hình 2).

Nhận xét, mỗi chữ  như hình sẽ chiếm ba ô trắng + một ô đen, hoặc là 3 ô đen +1 ô trắng. Tức là hiệu số ô trắng và ô đen luôn là số chẵn.
Vì trên hình vuông sau khi được tô thì có 15 ô đen và 10 ô trắng cho nên ô lẻ còn lại phải màu đen, hay vị trí lẻ nằm ở các ô thuộc các cột lẻ của hình vuông đã cho (2).
Kết hợp (1) và (2), ta thấy các ô lẻ cần tìm có thể là ô ở tâm, hoặc ở một trong các ô ở 4 góc của hình vuông (hình 3 ). Chỉ ra cách phủ hình ở mỗi trường hợp.
Câu 4: 



















Cho hình thang  không cân, có hai đáy là ,  và ;  là giao điểm của hai đường chéo  và . Đường trung trực của  cắt  tại . Gọi  là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác  và  là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác .  là giao điểm thứ hai của  và ,  là giao điểm thứ hai của  và . 

a) Chứng minh  là hình thang cân. 


b) Chứng minh  vuông góc với .
Lời giải
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a) Gọi  là giao điểm thứ hai của  và là giao điểm của và  là giao điểm của  và .


Ta có  là hình thang cân 


 là hình thang cân 



Vi  thuộc đường trung trực của  nên 

Suy ra  là hình thang cân.


b)  là trục đẳng phương của hai đường tròn đã cho. Ta có 



Ta chứng minh  cũng thuộc , tức là chứng minh  thẳng hàng.


Do đó , suy ra .

Áp dụng định lý Thales ta có  (1)

Mặt khác 

 

Từ (1) và (2) suy ra 



Suy ra  hay  thẳng hàng. Suy ra .
Đề Thi Chọn Đội Tuyển Tỉnh Vĩnh Long 
Dự Thi Học Sinh Giỏi Quốc Gia THPT 2022-2023
Vòng 2: Buổi chiều

Câu 5: 


Cho  là các số thực thỏa mãn điều kiện  và biểu thức  

a) Chứng minh rằng 

b) Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của biểu thức .
Lời giải
a) Cách 1: Biến đổi tương đương

















.
Cách 2 Dùng bất đẳng thức Cauchy-Schwarz

a) Ta có 
Áp dụng bất đẳng thức Cauchy-Schwarz, ta có


.
b) Áp dụng bất đẳng thức AM-GM, ta có






Từ đó suy ra . Suy ra .






Mặt khác với  thì  và   thì  và .

Vậy .
Câu 6: 






a) Cho  là tập hợp tất cả các số tự nhiên  khác  thỏa mãn tính chất " có đúng  ước số dương". Hãy tìm số  bé nhất thuộc tập . 



b) Tìm giá trị nhỏ nhất của  với ,  là các số nguyên dương.
Lời giải
a) 


Giả sử , trong đó  là các số nguyên dương,  là các số nguyên tố.


Số ước số dương của  là .


Ta có  hoặc .




Truờng hợp 1 . Để  bé nhất, ta chọn , suy ra .





Trường hợp 2: . Để  bé nhất, ta chọn , suy ra . Kết luận  là số tự nhiên bé nhất thỏa đề bài.
b) 





Với  thì . Ta sẽ chứng minh  là giá tri nhỏ nhất của . Thật vậy, giả sử ngược lại tồn tại các số  nguyên dương sao cho .



Ta chú ý rằng  không chia hết cho  nên chỉ có thể xảy ra trường hợp .



Nếu  thì . Ta có , vô lý.





Nếu  thì . Ta có  hay , suy ra  là số chẵn.


Đặt , khi đó .

Ta có  (vô lý).


Vậy  khi .
Câu 7: 





















Cho tam giác  và điểm  nằm trong tam giác. Lấy điểm  sao cho các đường thẳng , ,  lần lượt đối xứng với các đường thẳng , ,  qua phân giác trong của các góc , , . Gọi ,  lần lượt là hình chiếu vuông góc của  lên , ; ,  lần lượt là hình chiếu vuông góc của  lên , . 
a) 



Chứng minh rằng các điểm , , ,  cùng nằm trên một đường tròn. Tìm tâm của đường tròn đó. 
b) 




Gọi  là giao điểm của  và . Chứng minh rằng  vuông góc .
Lời giải
[image: ]
a) 


Ta có tứ giác  nội tiếp đường tròn đường kính  nên .

Tưong tự, .




Lại có  và  đối xứng qua phân giác trong góc  nên ,



suy ra , do đó , kéo theo .

Vậy các điểm  cùng nằm trên một đường tròn.






Để ý rằng  và  là các hình thang vuông nên các đường trung trực của ,  cắt nhau tại trung điểm  của . Đó là tâm đường tròn cần tìm.
b) 




Gọi  là trung điểm , . Khi đó ,  là tâm đường tròn ngoại tiếp các tứ


giác  và .






Ta có  lần lượt là trục đẳng phương của các cặp đường trờn  và  và . Do đó  là tâm đẳng phương của ba đường tròn .



Suy ra  là trục đẳng phương của hai đường tròn  và .

Do đó .




Mặt khác  là đường trung bình của tam giác  nên . Vậy .
Câu 8: 

Tìm tất cả các hàm số  thỏa mãn điều kiện .
Lời giải

Giả sử tồn tại hàm số  thỏa mãn (1).

Trường hợp 1: , thử lại ta thấy thỏa mãn (1). 



Trường hợp 2: , tức là , sao cho .





Giả sử với , ta có . Trong (1) thay  và  lần lượt bởi 

và  ta được:

, (2)

, (3)


Từ (2) và (3) suy ra: . Do đó  là hàm đơn ánh.


Thay  vào , ta được:









Tiếp tục thay  vào  và sử dụng , ta thu được








Thử lại ta thấy hàm số  thỏa mãn (1). Vậy có hai hàm số thỏa mãn yêu cầu đề bài là: .
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