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Câu 1.  Hãy giải phương trình và hệ phuong trình sau
a) Giải phương trình , .
b) Giải hệ phương trình , .
Lời giải
a) Ta dự đoán được nghiệm , và ta viết lại phương trình như sau:



-) Phương trình .
-) Giải phương trình .
Vì ;
.
nên phương trình  vô nghiệm.
Vậy phương trình cho có  nghiệm , .
b) Điều kiện .
Hệ đã trở thành .
Xét hàm số .
+ TXĐ: .
+ Đạo hàm . Suy ra hàm số đồng biến trên .
Vậy trên  phương trình (1) được viết dưới dạng .
Khi đó hệ đã cho trở thành 
Giải (2): Ta đoán được  là một nghiệm của (2).
Mặt khác dễ nhận thấy phương trình (2) có vế trái là hàm số đồng biến, vế phải là hàm số nghịch biến. Vậy  là nghiệm duy nhất của nhất phương trình (2).
Vậy hệ đã cho có nghiệm duy nhất .
Câu 2. Cho dãy số  thỏa mãn điều kiện: .
Tính 
Lời giải
Từ công thức truy hồi ta suy ra 

(1).
Đặt . Suy ra .
Khi đó ,\, (2).
Đặt . Suy ra . Khi đó .
Đây là cấp số nhân có số hạng tổng quát là .
Suy ra .
Từ đó .
.
Câu 3. 
a) Tìm hệ số lớn nhất của  trong khai triển .
b) Gọi  là tập hợp tất cả các số tự nhiên có  chữ số khác nhau được lập từ các chữ số , , , , , , , , , . Chọn ngẫu nhiên từ  ra một số. Tính xác suất để chọn được số không có hai chữ số chẵn đứng liền kề.
Lời giải
a) Ta có  với .
Xét .
nên .
Vậy hệ số lớn nhất là .
b) Số phần tử của không gian mẫu là .
Gọi  là biến cố: “Chọn được số không có hai chữ số chẵn đứng liền kề”.
- Xét số chọn từ  có dạng , vị trí các chữ số tương ứng các ô ngang dưới đây:
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Khi đó  xảy ra các trường hợp sau:
TH1.Số có  chữ số lẻ. Trường hợp này có  số.
TH2.Số có đúng  chữ số chẵn.
-) [+] Khả năng 1:  là chữ số chẵn. Khả năng này có  số.
-) [+] Khả năng 2:  là chữ số lẻ. Khả năng này có  số.
TH3. Số có đúng  chữ số chẵn.
-)[+] Khả năng 1:  là chữ số chẵn, khi đó  là số lẻ. Khả năng này có  số.
-)[+] Khả năng 2:  là chữ số lẻ, khi đó có  cách chọn ra  ô cho hai số chẵn không kề nhau (ô2-ô4, ô2-ô5, ô3-ô5). Khả năng này có  số.
TH4.Số có đúng  chữ số chẵn.
Trường hợp này có:  số.
Vậy 
Vậy xác suất của biến cố  là .
Câu 4. Cho tam giác  nhọn không cân  nội tiếp đường tròn . Gọi  là đường tròn thay đổi đi qua ,  cắt lại hai cạnh ,  tại ,  tương ứng. Giả sử hai đường thẳng  và  cắt nhau tại . Đường thẳng  cắt cạnh  tại  và cắt lại đường tròn  tại điểm thứ hai là .  là trung điểm cạnh .
a) Chứng minh rằng bốn điểm , , ,  nằm trên một đường tròn.
b) Chứng minh rằng đường tròn ngoại tiếp tam giác  luôn đi qua một điểm cố định.
Lời giải
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a) Gọi . Do các đường thẳng  đồng quy tại điểm  nên .
Theo hệ thức Maclaurin ta có  (1).
Mặt khác, tứ giác  nội tiếp nên  (2).
Từ (1) và (2) suy ra . Hay bốn điểm  nằm trên một đường tròn.
b) Giả sử đường thẳng  cắt lại đường tròn  tại .
Khi đó .
Theo câu a) .
Từ đó  hay  nằm trên đường tròn ngoại tiếp tam giác .
Lại có, .
Chiếu chùm này lên đường tròn  ta được .
Dẫn đến tứ giác  điều hòa. Mà ba điểm  cố định nên điểm  cố định.
Vậy, đường tròn ngoại tiếp tam giác  luôn đi qua điểm  cố định.
Câu 5. Cho  là các số thực dương thỏa mãn điều kiện .
a) Chứng minh rằng .
b) Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức .
Lời giải
a) Áp dụng BĐT Bunyakovsky ta có
.
.
b) 
-) Áp dụng BĐT Cauchy cho các số dương, ta có
.
.
.
Ta có: .
suy ra .
.
Vậy . Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi .
Câu 6. Tìm tất cả các số tự nhiên  sao cho trong mặt phẳng tồn tại  đường thẳng mà mỗi đường thẳng cắt đúng  đường khác.
Lời giải
Xét  đường thẳng trong mặt phẳng, mà mỗi đường thẳng cắt đúng  đường thẳng khác.
-) Nếu  là một đường thẳng trong  đường thẳng và có đúng  đường thẳng song song với nó ().
-) Cho  là đường thẳng bất kỳ cắt , khi đó  cắt tất cả các đường thẳng không song song với  và  với số giao điểm bằng số giao điểm của  với các đường thẳng đó đồng thời  cắt các đường thẳng song song với  mà mỗi đường thẳng cắt đúng  đường khác.
-) Suy ra có đúng  đường thẳng song song với .
-) Vậy  đường thẳng được chia thành  nhóm, mỗi nhóm gồm  đường thẳng song song với nhau.
-) Suy ra số giao điểm của mỗi đường thẳng với các đường thẳng khác là .
-) Mà  và  là ước nguyên dương của .
-) Suy ra 
-) Từ đó ta có . Suy ra  với

Câu 7. Cho tam giác  nhọn có  và . Các đường cao  (, , ) đồng quy tại trực tâm . Hai đường thẳng  và  cắt nhau tại . Gọi  là trực tâm của tam giác  và  là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác ;  là trung điểm của đoạn thẳng  và  là trung điểm của đoạn thẳng . Đường thẳng  cắt lại đường tròn  tại điểm thứ hai là , đường thẳng  cắt lại đường tròn  tại điểm thứ hai là .
a) Chứng minh rằng .
b) Chứng minh rằng .
Lời giải
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a) Ta có tam giác  vuông cân tại  nên .
Theo giả thiết  dẫn đến .
Từ đó,  nên tứ giác  nội tiếp đường tròn đường kính .
Mặt khác, do các đường thẳng  đồng quy nên . Theo hệ thức Maclaurin, ta có: .
Kết hợp với  nên tứ giác  nội tiếp.
Từ đó .
b)  Theo câu a) ta có . Mà  là trung điểm của đoạn thẳng  nên  hay  thẳng hàng
 (1).
Cũng theo câu a) ta có .
Mà  là trung điểm của đoạn thẳng  nên theo hệ thức Newton có .
Lại có .
Suy ra 
 (2).
Từ (1) và (2) ta được . (đpcm).
Câu 8. Tìm tất cả các đa thức hệ số thực  thỏa mãn

Lời giải




.
Thay vào (1) ta được:
.


.
Vậy . Thử lại thỏa mãn đề
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