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I. Hướng dẫn chung
1) Nếu học sinh làm bài không theo cách nêu trong đáp án nhưng đúng, chính xác, chặt chẽ thì cho đủ số điểm của câu đó.
2) Việc chi tiết hóa (nếu có) thang điểm trong hướng dẫn chấm phải bảo đảm không làm sai lệch hướng dẫn chấm và phải được thống nhất thực hiện trong tổ chấm.

II. Đáp án và thang điểm

Câu 1. (4,0 điểm)

	Cho dãy số thực  có  và
   với mọi .
   a) Chứng minh rằng . 
   b) Xét dãy  xác định bởi 
    với mọi .
Chứng minh rằng  có giới hạn hữu hạn và  
	



4,0 điểm

	   a) Chứng minh rằng .
	1,5 điểm

	Bằng quy nạp, ta sẽ chứng minh với mỗi số nguyên dương .
Với , khẳng định hiển nhiên đúng.
	0,25

	Giả sử với , nào đó. Khi đó
.
	0,5

	Mặt khác, 
.
Theo nguyên lí quy nạp, khẳng định đúng với mọi 
	0,5

	Từ nhận xét trên, ta suy ra 
	0,25

	  b) Xét dãy  xác định bởi 
    với mọi .
Chứng minh rằng  có giới hạn hữu hạn và  
	2,5 điểm

	Đầu tiên, ta thấy  tăng vì  với mọi .
	0,25

	Ta chứng minh  bị chặn trên. Thật vậy, với mỗi số nguyên dương , ta có

	0,25

	
	0,25

	
	0,25

	Vậy , với mọi  
	0,25

	Do đó  có giới hạn hữu hạn và .
	0,25

	Ta chứng minh  Thật vậy, ta có 
	0,25

	Mặt khác 

	0,25

	
	0,25

	Vậy, 
	0,25




Câu 2. (4,0 điểm)

	Cho các số nguyên dương  (với ) thoả mãn
.
Chứng minh rằng,  chia hết cho mọi số nguyên tố không lớn hơn . 
(Ở đây, kí hiệu  là bội chung nhỏ nhất của hai số  và )
	
4,0 điểm

	Đầu tiên ta có  với (không cần chứng minh).
	0,25

	Do đó,   
	0,25

	Vì  nên 
	0,25

	Mà  do đó 
	0,25

	Suy ra . 
	0,25

	Do đó,  là số chẵn và .
	0,25

	Với mỗi  ta chứng minh  
	0,25

	Với  chứng minh trên.
	0,25

	Giả sử khẳng định đúng cho  với  Khi đó .
	0,25

	Mặt khác, do  nên ,
	0,25

	hay .
	0,25

	Nếu  thì , mâu thuẫn. 
	0,25

	Do đó  .
	0,25

	Vậy  hay  
	0,25

	Theo nguyên lý quy nạp,  với mọi .  
	0,25

	Suy ra  chia hết cho mọi số nguyên tố không lớn hơn .
	0,25



Câu 3. (4,0 điểm)

	 Tìm tất cả các hàm số  thoả mãn 
  với mọi 
	4,0 điểm

	Giả sử tồn tại hàm  thỏa bài toán. 
	0,25

	Đầu tiên, ta thấy  khác hàm 0.
	0,25

	Thay  ta được  với mọi . 
	0,25

	Do đó 
	0,25

	Thay  ta được  với mọi .
	0,5

	Thay  ta được   với mọi .
	0,5

	Vậy  với mọi .
	0,5

	Thay  ta được   với mọi     (*)
	0,5

	Thay  vào (*) ta được 
	0,5

	Suy ra  với mọi . 
	0,25

	Thử lại, ta thấy hàm  không thỏa. Vậy không tồn tại nghiệm hàm.
	0,25



Câu 4. (5,0 điểm)

	Cho tam giác nhọn, không cân , nội tiếp đường tròn ,   là trực tâm. Gọi  là đối xứng của  qua đường thẳng . Biết đường thẳng  cắt đường tròn ngoại tiếp tam giác  tại điểm thứ hai  ( khác ). Gọi  là giao điểm thứ hai của  với đường tròn . Đường thẳng  cắt đường tròn  tại giao điểm thứ hai là  , giả sử rằng  thuộc cung nhỏ  
	a) Chứng minh rằng  song song .
	b) Gọi  là giao điểm của đường thẳng  với đường tròn ngoại tiếp tam giác . Chứng minh rằng  là trung điểm của .
	5,0 điểm

	a) Chứng minh rằng  song song .
	2,0 điểm

	[image: ]
Xét bài toán với góc độ như hình vẽ (các trường hợp khác thực hiện tương tự)
	

	




Dễ thấy  đối xứng  qua  Suy ra  đồng quy tại 
	0,25

	
Theo tính chất phương tích 

Vậy  là tứ giác nội tiếp.
	0,25

	
Ta có  
	0,25

	
Suy ra 
	0,25

	


Vì  song song và bằng  nên  là hình bình hành.
	0,25

	
Suy ra .
	0,25

	
Do đó 
	0,5

	b) Gọi  là giao điểm của đường thẳng  với đường tròn ngoại tiếp tam giác . Chứng minh rằng  là trung điểm của .
	3,0 điểm

	[image: ] 
Xét bài toán với góc độ như hình vẽ (các trường hợp khác thực hiện tương tự)
	

	
Ta có . 
	0,25

	
Suy ra  nội tiếp.
	0,25

	


Gọi  là tâm đường tròn  khi đó  thẳng hàng. 
	0,25

	

Hai tam giác cân  và  đồng dạng do có chung góc ở đáy.
	0,25

	
Suy ra ,
	0,25

	
hay 
	0,25

	
Ta được 
	0,25

	
                           .
	0,25

	
Hay . 
	0,25

	
Suy ra  thẳng hàng.
	0,25

	
Vì  
	0,25

	

nên  là trung điểm 
	0,25



Câu 5. (3,0 điểm)

	
[bookmark: _GoBack]Bạn Bảo có  cái hộp, lần lượt chứa  viên bi (số nguyên ). Bạn Bảo thực hiện việc cho thêm bi vào các hộp đó theo quy tắc sau: Ở lượt đầu tiên, bạn ấy cho thêm vào mỗi hộp  viên bi. Ở lượt thứ hai, với các hộp có số bi chia hết cho , bạn ấy sẽ thêm vào mỗi hộp đó  viên bi. Cứ như vậy, ở lượt thứ  (với ), nếu có hộp nào với số bi chia hết cho , bạn Bảo sẽ thêm vào mỗi hộp đó  viên bi. Tìm tất cả các số nguyên  sao cho kết thúc lượt thêm bi thứ  thì mỗi hộp đều có đúng  viên bi.
	3,0 điểm

	


Ta gọi hộp thứ  là hộp chứa  viên bi. Không mất tính tổng quát, giả sử các hộp được xếp từ trái sang phải là hộp thứ .
	0,25

	
Điều kiện cần:  là số nguyên tố.
	0,25

	
Giả sử  không phải là số nguyên tố. 
	0,25

	

Khi đó,  với .
	0,25

	


Theo quy tắc thêm bi, ở lượt thứ và  hộp thứ  sẽ bị thêm bi. 
	0,25

	

Vì vậy, số bi của hộp thứ  hơn  viên bi (mâu thuẫn). 

Vậy điều kiện cần là  phải là số nguyên tố.
	0,25

	Điều kiện đủ
Ta có 2 nhận xét sau: 
(1) Hộp thứ nhất, sau mỗi lượt số bi đều tăng thêm 1 viên.
	0,25

	(2) Ở mọi thời điểm, số bi hộp bên trái luôn ít hơn hoặc bằng số bi của hộp bên phải nó.
	0,25

	


Với  là số nguyên tố. Sau lượt đầu tiên, hộp thứ  sẽ không bị thêm nữa. Tức hộp này có  viên bi.
	0,25

	

Theo nhận xét (1), sau lượt thứ , hộp thứ nhất có  viên bi.
	0,25

	
Theo nhận xét (2), các số còn lại cũng có  viên bi.
	0,25

	

Vậy tập các giá trị cần tìm của  là .
	0,25




--- HẾT---
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