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Bài 1 (4,0 điểm). Cho  là các số thực dương thỏa mãn . Chứng minh rằng

.
	[bookmark: _Hlk145259304]Ý
	Nội dung
	Điểm

	4,0 điểm
	+ Ta có

 


, do đó có .
	1,0

	
	



+ Theo bất đẳng thức AM-GM có , ,  nên 
	1,0

	
	



, do đó .
	1,0

	
	

+ Dấu bằng của bất đẳng thức cuối cùng này xảy ra khi và chỉ khi  hay , điều này không thể xảy ra. 


Vậy , do đó có .
	1,0





Bài 2 (4,0 điểm).  Xét đa thức  với  là tham số thực.


1. Tìm hệ số của  trong đa thức .


2. Chứng minh rằng với mỗi , số nghiệm thực đôi một phân biệt của  nhỏ hơn 25.


3. Khi , chứng minh  không thể có tất cả các nghiệm đều là số thực.
	Ý
	Nội dung
	Điểm

	2.1
(1,5 điểm)
	


Hệ số của  trong  bằng hệ số của  trong  đa thức

.

Đặt .


Ta có , .
	0,5

	
	
Có biểu diễn  

                                       
	0,5

	
	



Cân bằng hệ số của  trong hai cách biểu diễn trên của  ta thu được .
	0,5

	2.2
(1,0 điểm)
	
b) Giả sử  có ít nhất 25 nghiệm thực đôi một phân biệt. 


Đa thức  có đạo hàm mọi cấp trên .

+ Áp dụng định lý Rolle liên tiếp ta có:  có ít nhất 24 nghiệm thực phân biệt.

 có ít nhất 23 nghiệm thực phân biệt.
…

           có ít nhất 3 nghiệm thực phân biệt.
	0,5

	
	




+ Mặt khác  và  nên có , khi đó có  .


Rõ ràng  có đúng hai nghiệm thực phân biệt, do đó có điều mâu thuẫn. Vậy điều giả sử là sai,  có nhiều nhất 24 nghiệm thực đôi một phân biệt.
	0,5

	2.3
(1,5 điểm)
	

c) Giả sử  có đủ 2023 nghiệm thực là .


+ Theo định lý Vi-ete có , suy ra .
	0,5

	
	




+ Do  nên . Ta thấy  là tất cả các nghiệm thực của đa thức . Dùng định lý Vi-ete tương tự như trên thu được .
	0,5

	
	
+ Sử dụng bất đẳng thức Cauchy-Schwarz có: 



Suy ra , mâu thuẫn với giả thiết . Chứng tỏ  không thể có tất cả các nghiệm đều là số thực được.
	0,5

















Bài 3 (4,0 điểm). Cho tam giác nhọn  nội tiếp đường tròn  Các đường cao  cắt nhau tại . Các tiếp tuyến với đường tròn  tại  cắt nhau tại . Gọi  là trung điểm của cạnh ;  là giao điểm của các đường thẳng  và ;  là giao điểm của các đường thẳng  và .

	1. Chứng minh rằng các điểm  cùng thuộc một đường tròn.







	2. Đường tròn đường kính  cắt đường tròn  tại điểm thứ hai là  Đường thẳng  cắt đường tròn  tại điểm thứ hai là  Chứng minh rằng ba điểm  thẳng hàng.
	Bài
	Nội dung
	Điểm

	
	[image: ]

	3.1
(1,5 điểm)
	




Ta có tứ giác  nội tiếp đường tròn đường kính  có tâm  và tứ giác  nội tiếp đường tròn đường kính  


Suy ra  
	1,0

	
	


 tứ giác  nội tiếp hay các điểm  cùng thuộc một đường tròn.
	0,5

	3.2
(2,5 điểm)
	

Gọi  lần lượt là đường tròn đường kính  

Xét 3 đường tròn  ta có


 là trục đẳng phương của 2 đường tròn ; 


 là trục đẳng phương của 2 đường tròn ; 


 là trục đẳng phương của 2 đường tròn 






Mà tam giác  nhọn nên  và  cắt nhau tại . Do đó  đồng quy tại .
	1,0

	
	



Gọi  là giao điểm của  và . Khi đó ta có  


Chiếu lên đường tròn  ta được  
	1,0

	
	




Suy ra tứ giác  là tứ giác điều hoà. Do đó các tiếp tuyến với đường tròn  tại  và  đồng quy hay ba điểm  thẳng hàng.
	0,5



Bài 4 (4,0 điểm). Cho dãy số  xác định bởi




,  và  với mọi 


1. Chứng minh rằng  chia hết cho .



2. Tìm tất cả các số nguyên tố  sao cho  là lũy thừa của một số nguyên dương nào đó với số mũ là số nguyên lớn hơn .

	Bài
	Nội dung
	Điểm

	4.1
(1,5 điểm)
	



Đặt  ta có  và  ,  .


Ta chứng minh   (*). Ta sẽ chứng minh (*) đúng với mọi  

+ ) Với  thì (*) đúng.



+) Giả sử (*) đúng   , tức  .
	0,5

	
	

Ta sẽ chứng minh  đúng, tức  .


Thật vậy   .


Theo nguyên lý quy nạp mạnh, ta có  với mọi  

Khi đó  .
	0,5

	
	


Do  là số nguyên tố nên  . Suy ra 
	0,5

	4.2
(2,5 điểm)
	

Giả sử  . Dễ thấy  .




Do  nên  . Khi đó  hay  .



Do  và  nguyên tố cùng nhau nên một trong chúng phải có dạng  .
	1,0

	
	

Trường hợp 1:   




Nếu  chẵn thì  không chia hết cho   .



Nếu  thì   .



 với  nguyên  (vô lí).
	0,5

	
	

Trường hợp 2:  .

Nếu  lẻ thì xảy ra mâu thuẫn như trường hợp 1.


Nếu  thì   .



Do  nên   .
	0,5

	
	

Thử lại: + Với  ta có  (thoả mãn)


+ Với   ta có  (thoả mãn)


Vậy  hoặc 
	0,5


Bài 5 (4,0 điểm).





[bookmark: _Hlk145310588]	Cho trước hai số nguyên dương lẻ phân biệt , . Xét bảng ô vuông kích thước  với  dòng và  cột. Mỗi ô vuông con của bảng được tô bởi đúng một trong hai màu là xanh hoặc đỏ. Một dòng của bảng gọi là dòng đỏ nếu trên dòng đó có số ô vuông con được tô đỏ nhiều hơn số ô vuông con được tô xanh, một cột của bảng gọi là cột xanh nếu trên cột đó có số ô vuông con được tô xanh nhiều hơn số ô vuông con được tô đỏ.
1. Có bao nhiêu cách tô màu cho bảng sao cho mọi dòng đều là dòng đỏ?


2. Gọi  là tổng của số dòng đỏ và số cột xanh trên bảng. Tìm giá trị lớn nhất của .
	Ý
	Nội dung
	Điểm

	5.1
(1,0 điểm)
	



Với một dòng nào đó ta tô  ô con màu đỏ và  ô con màu xanh thì số cách tô như vậy là . Cách tô này cho kết quả là dòng đỏ khi và chỉ khi .
	0,5

	
	Số cách tô để một dòng là dòng đỏ bằng 




Bảng có  dòng, theo quy tắc nhân, số cách tô để mọi dòng đều là dòng đỏ bằng .
	0,5

	5.2
(3,0 điểm)
	
* Nhận xét: Không thể xảy ra đồng thời tất cả các dòng là dòng đỏ và tất cả các cột là cột xanh. Thật vậy, nếu xảy ra điều đó thì xét theo dòng ta thu được số ô đỏ trên bảng nhiều hơn số ô xanh, trong khi xét theo cột lại thu được số ô xanh nhiều hơn số ô đỏ. Theo đó có .
	0,5

	
	



* Trường hợp . Ta có . Cách tô xảy ra dấu bằng là tất cả các ô con trong bảng  ta tô màu xanh. Vậy .


* Trường hợp , làm tương tự có kết quả .
	0,5

	
	




* Trường hợp  là hai số lẻ lớn hơn 1. Đặt  và  với , .



- Nếu xảy ra , không mất tổng quát coi cách tô như vậy cho ta  dòng đỏ và  cột xanh.   


      Số ô đỏ trên mỗi dòng đỏ lớn hơn hoặc bằng , suy ra số ô đỏ trên cả bảng lớn hơn hoặc bằng .


      Số ô xanh trên mỗi cột xanh lớn hơn hoặc bằng  nên số ô xanh trên cả bảng lớn hơn hoặc bằng .

Cả bảng có số ô là  nên có 



, mâu thuẫn với .
	1,0

	Ý
	Nội dung
	Điểm

	5.2
(3,0 điểm)
	
- Vậy phải có .



	Chẳng hạn tất cả các ô trên cột đầu tiên tô đỏ; tất cả các ô còn lại ở dòng 1 tô xanh; phần còn lại là bảng con  được tô màu kiểu xen kẽ để mỗi dòng và mỗi cột của bảng con này đều có số ô đỏ và số ô xanh bằng nhau; khi đó dễ thấy . Vậy trường hợp này có .

* Kết luận: 
	1,0



Chú ý: Mọi cách giải khác của thí sinh mà đúng, tổ giám khảo thống nhất và cho điểm tương ứng.
---------- HẾT ----------
Hướng dẫn chấm - Trang 2
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