	UBND TỈNH BẮC NINH
SỞ GIÁO DỤC VÀ ĐÀO TẠO
	HƯỚNG DẪN CHẤM
ĐỀ CHỌN ĐỘI TUYỂN
DỰ THI HỌC SINH GIỎI QUỐC GIA NĂM 2025
Môn thi: Toán 
 (Hướng dẫn chấm có 04 trang)


	Câu
	Đáp án
	Điểm

	1
	



[bookmark: MTBlankEqn]Cho dãy số  xác định bởi Chứng minh rằng dãy số có giới hạn hữu hạn và tìm giới hạn đó.
	5,0

	
	
Ta có 

Ta có 

Như vậy 
	1,5

	
	
Dùng QN chứng minh   (*)

Với  ta có (*) đúng


Gs (*) đúng đến , tức là 

Ta cần chứng minh  (1)



Với mỗi  ta có hàm  là hàm đồng biến trên 

Nên 


Để chứng minh (1) ta chỉ cần chứng minh  (luôn đúng với mọi  )
	2,0

	
	

Vậy  hay   

mà 


Từ đó suy ra  nên 
	1,5


	2
	



Gọi  là nghiệm dương của phương trình  Với số nguyên dương  nào đó, gọi  là các số nguyên không âm thoả mãn đẳng thức 



a) Chứng minh rằng 

b) Tìm giá trị nhỏ nhất của tổng 

	5,0

	
	

a) Đặt , khi đó 



Giả sử ( Với là các số nguyên,  là đa thức hệ số nguyên)




Khi đó cho  ta suy ra , vì  là số vô tỷ nên 

Do đó . 

Vậy 
	2,0

	
	
b) Giả sử bộ số nguyên không âm thoả mãn 
(i) 

(ii) 
nhỏ nhất.



Khi đó, ta có nhận xét  Vì nếu không bộ số  thoả mãn (i) và có tổng nhỏ hơn bộ (mâu thuẫn)
	1,0

	
	

Giả sử  là đa thức hệ số nguyên, vì  nên ta có





Vì  nên suy ra . Từ đẳng thức thứ 2 ta có .

Từ đẳng thức thứ 3 ta có 
	1,0

	
	Tiếp tục như trên ta có 



Do đó tổng nhỏ nhất là 
	1,0

	3
	








Cho tam giác  nhọn, không cân. Gọi  lần lượt là tâm đường tròn ngoại tiếp, tâm đường tròn Ơle của tam giác  Tiếp tuyến tại  của  cắt nhau tại  Gọi  là trung điểm của  Tương tự dựng 




a) Chứng minh các đường thẳng  đồng quy tại điểm  là điểm liên hợp đẳng giác của  trong tam giác 







b) Gọi  lần lượt là giao điểm của  với  Các điểm  lần lượt là các điểm đối xứng của  qua  Chứng minh các điểm  cùng thuộc một đường tròn.
	5,0

	
	[image: ]
	

	
	


a) Gọi  , gọi  là trung điểm của .


Chứng minh được  và 



Suy ra  đi qua trung điểm  là 
Ta có




(Với  là trung điểm của )

Suy ra 

Suy ra 



Suy ra các đường thẳng  và  đẳng giác trong .
Chứng minh tương tự với các đường thẳng khác, ta suy ra điều phải chứng minh.

	2,0

	
	


b) Gọi  là giao điểm của  với 






 đối xứng với  qua , chứng minh được  và các điểm  đối xứng nhau qua 

	1,5

	
	



Ta có  nên  và  đối xứng nhau qua 


Do  nên 


Xét phép đối xứng qua  ta được 


Suy ra  thuộc đường tròn đường kính 

Chứng minh tương tự với  ta có điều phải chứng minh.



	1,5

	4
	



Cho  là số nguyên dương. Một hoán vị  của dãy   được gọi là tốt nếu thỏa mãn 




a) Chứng minh nếu  là một hoán vị tốt thì hoặc   hoặc  và 
b) Tìm số các hoán vị tốt.
	5,0

	
	

a) Giả sử  là chỉ số sao cho 

+) Nếu  thì bổ đề chứng minh xong




+) Nếu  thì theo  ta có  suy ra 


Do  suy ra 




+) Nếu  Với mỗi ta có suy ra 


Hơn nữa suy ra 	




Như vậy có  số  lớn hơn  nhưng chỉ có  giá trị, điều này là không thể.

	2,0

	
	

b)  Kí hiệu  là số các hoán vị thỏa mãn 



+) Nếu  thì  phải là một hoán vị của các số  thỏa mãn




 Có  hoán vị như vậy và bất đẳng thức cuối trong  thỏa mãn 

	1,0

	
	






+) Nếu  thì  phải là một hoán vị của  thỏa mãn   Có  hoán vị như vậy và hai bất đẳng thức cuối trong  thỏa mãn 
	1,0

	
	


Vì vậy, dãy  thỏa mãn quan hệ truy hồi  với 


Dễ thấy   Bằng quy nạp, ta có 



Vậy số các hoán vị thỏa mãn bài toán là  với  là số Fibonacci thứ  của dãy



	1,0


---------------Hết---------------
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