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	Câu
	Đáp án
	Điểm

	1
	


Cho tập hợp  gồm các số tự nhiên có dạng , trong đó . 
a) 


Chứng minh rằng với mọi số  thoả mãn  thì .
b) 


Tìm số nguyên tố  sao cho với mọi  nguyên dương thì đều tồn tại  thoả mãn


 .
	7,0

	a
	

Xét  thoả mãn , ta có biểu diễn 



,  trong đó 


Khi đó . Không mất tính tổng quát, giả sử 
	1,0

	
	

Để  thì ta cần chỉ ra . Thật vậy, 




Giả sử , suy ra tồn tại  là ước nguyên tố của và .




Ta có ( mod ) suy ra (mod ). 


	1,0

	
	


- Nếu  thì . Do nên điều này vô lý. 





- Nếu , ta lại có( mod ) suy ra (mod ).


 Mà nên 





+ Nếu  thì . Do nên điều này vô lý.



+ Nếu . Khi đó  (mâu thuẫn với giả thiết ). 
	1,0

	b
	




Bài toán tương đương: Tìm số nguyên tố  thoả mãn với mọi  nguyên dương thì tồn tại hai số tự nhiên   thoả mãn  và . 



Ta sẽ chứng minh mọi số nguyên tố khác 11 đều thoả mãn. Trước tiên chỉ ra tồn tại  hai số tự nhiên   thoả mãn , sau đó ta đẩy lên luỹ thừa và kiểm soát  sau
	1,0

	
	




- TH1: . Giả sử phản chứng, không tồn tại cặp số tự nhiên  với   sao cho  (mod ). 



Suy ra với  thì  là tập tất cả các số phi chính phương mod  


Mà có đúng  số phi chính phương mod  . Ta có điều vô lý 




Do đó tồn tại cặp số tự nhiên  với   sao cho  (mod ). 




Nếu  và  thì , vô lý. Do đó tồn tại 1 trong 2 số  khác 0



+ Nếu  ta xét đa thức  là đa thức bậc hai ẩn  . 














Theo bổ đề Hensel ta có  (mod ) với mọi (mod , suy ra (mod ). Do  nên tồn tại  thoả mãn  (mod ), suy ra   và do (mod  nên . 




Ta có thể tiếp tục quy trình đến (vì chỉ cần và  nguyên tố cùng nhau với )



Kết luận, tồn tại  sao cho , với mọi  nguyên dương.








Đến đây, ta cần thoả mãn điều kiện . Do  nên ta có thể chọn sao cho  (mod ). Khi đó  nguyên tố cùng nhau với  và 



+ Nếu , ta xét đa thức  là đa thức bậc hai ẩn 



Tương tự như trên (bởi vì  và  đều nguyên tố với )
	1,5

	
	

- TH2: . Khi đó 





+ Nếu  mà -23 không là số chính phương mod  nên không tồn tại  thoả mãn , do đó loại trường hợp .

+ Nếu , 


Ta sử dụng quy nạp để chứng minh tồn tại  lẻ thoả mãn 





- Với , ta chọn . Giả sử mệnh đề đúng với , tức là tồn tại lẻ sao cho .  




Nếu  thì chọn . Ngược lại, đặt , lẻ




Xét  , ta có  (do  lẻ và )


Do đó  thoả mãn 





+ Nếu , ta chứng minh luôn tồn tại ,  với mọi  nguyên dương tương đương với . Áp dụng tương tự với định lý Hensel ở trên, ta có đpcm. 



Suy ra  thoả mãn . Dễ thấy 
Kết luận, mọi số nguyên tố khác 11 đều thoả mãn đề bài.
	1,5

	2
	


Người ta điền  số nguyên dương đầu tiên  trên một đường tròn theo thứ tự đó. Mỗi một số nguyên dương trên được tô bởi một màu trong  màu cho trước sao cho hai số cạnh nhau được tô bởi hai màu khác nhau. Tìm số cách tô màu có thể thực hiện trong các trường hợp sau:
a) 

b) 

 và  bất kì.
	6,0

	a
	
Số 1 có 5 cách tô, số 2 có 4 cách tô. Nếu số 3 được tô cùng màu với số 1 (nghĩa là có 1 cách tô số 3), thì số 4 có 4 cách tô. Như vậy trong trường hợp này, có tất cả cách tô màu.

Nếu số 3 được tô màu khác với màu của số 1 (nghĩa là có 3 cách tô màu số 3), thì số 4 có 3 cách tô màu. Vậy ta có  cách tô màu trong trường hợp này.
Kết hợp cả hai trường hợp ta có 260 cách tô màu. 
	2,0

	b)
	Ta xét các trường hợp sau:





TH1: Số 1 và số  được tô bởi hai màu khác nhau. Khi đó số  được tô màu khác với màu của hai số trên, nên số  có tất cả  cách tô. Trong trường hợp này ta có số cách tô màu là . 
	1,0

	
	




TH2: Số 1 và số  được tô bởi cùng một màu. Khi đó số  được tô màu khác với màu trên, nên số  có tất cả  cách tô. Trong trường hợp này ta có số cách tô màu là . Như vậy, ta có công thức truy hồi sau


	1,0

	
	




Với trường hợp , số 1 có  cách tô màu, số 2 có  cách tô màu, số 3 có  cách tô màu. Như vây, ta thu được . 


Với , ta cũng tính được một cách đơn giản .
Như vậy ta có hệ thức truy hồi sau

[bookmark: _GoBack]
	1,0

	
	
Từ hệ thức truy hồi trên, tìm ra công thức 


Thay vào trường hợp , ta được 
	1,0

	3
	









Cho tam giác  không cân, đường tròn nội tiếp của tam giác  tiếp xúc với các cạnh  lần lượt tại . Đường phân giác trong của  cắt các đường thẳng  lần lượt tại . Cho  là các điểm phân biệt trên cạnh  sao cho . Chứng minh rằng
a) 

Đường tròn ngoại tiếp tam giác  tiếp xúc với đường tròn ngoại tiếp tam giác  .
b) 

Đường tròn ngoại tiếp tam giác  tiếp xúc với đường tròn nội tiếp tam giác .
	7,0

	a
	[image: ]
	

	
	


Gọi  là đường tròn nội tiếp tam giác , .


Do  đồng quy nên ta có 




Lai có  là phân giác trong góc  nên suy ra  là phân giác ngoài, từ đó suy ra 

Tương tự, ta có 
	1,0

	
	



Gọi  lần lượt là chân đường phân giác trong, phân giác ngoài góc  của tam giác , ta có 



Do  (cùng vuông góc với ) nên suy ra 




Lại có  nên suy ra  lần lượt là phân giác trong, phân giác ngoài góc  của tam giác .



Tương tự,  lần lượt là phân giác trong, phân giác ngoài góc  của tam giác .



Từ đó suy ra  lần lượt là tâm nội tiếp và tâm bàng tiếp góc  của tam giác 
	1,0

	
	


Do đó  là phân giác góc , suy ra  đẳng giác với nhau



Từ đó suy ra  tiếp xúc với  tại .
	1,0

	b
	




Đường tròn  có tâm , là điểm chính giữa của cung  không chứa  của đường tròn 

Ta có  

 






Suy ra . Do đó , suy ra  hay , do đó đường tròn  trực giao với đường tròn .
	1,5

	
	
Khi đó 



Xét phép nghịch đảo tâm , phương tích : .

Ta thấy 
	1,5

	
	
Lại có 




Mà  tiếp xúc với  nên suy ra  tiếp xúc với 
	1,0


---------------Hết---------------
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