ĐÁP ÁN VÀ HƯỚNG DẪN CHẤM NGÀY 1




Bài 1. Với  là số thực, cho dãy số  xác định bởi  và


 với mọi 


a) Tìm tất cả các số thực  sao cho dãy số  là không tăng.		(2,0 điểm)


b) Tìm số thực  nhỏ nhất sao cho dãy số  có giới hạn hữu hạn.	(3,0 điểm)
Giải. 




a) Xét hàm số  thì  nên hàm số này đồng biến trên  Chú ý rằng  nên bằng quy nạp ta chứng minh được:
· 



Nếu  thì  với mọi  nên dãy  tăng, không thỏa mãn.
· 


Nếu  thì  với mọi  nên dãy đã cho không tăng. 


Do đó,  là điều kiện cần và đủ để dãy  là không tăng. 



Ta có  nên ta cần có  hay . 





b) Trước hết, ta thấy với  thì đây là dãy hằng, tức là có giới hạn hữu hạn. Do đó, để tìm giá trị nhỏ nhất của , ta quy về xét , và theo câu a) thì  là dãy giảm.




Giả sử dãy số  có  (do  và  là dãy giảm). Trong công thức của dãy số đã cho, chuyển qua giới hạn, ta có

.


Xét hàm số  trên  





Ta có  nên , ta chỉ nhận nghiệm . Khảo sát hàm số  trên  ta thấy 


 , đạt được khi  



Do đó . Ta sẽ chỉ ra rằng với  thì  Xét công thức 


 với 




Ta đã có  là dãy giảm. Ngoài ra, cũng bằng quy nạp, ta chỉ ra được Từ đó suy ra dãy  có giới hạn hữu hạn. Vậy giá trị nhỏ nhất cần tìm là  

Bài 2. (5 điểm).



Với số nguyên , cho đa thức  hệ số thực có  nghiệm thực đều âm.

a) Chứng minh rằng các hệ số  đều dương.			(1,0 điểm)

b) Chứng minh rằng .					(4,0 điểm)
Giải.



a) Gọi  là các nghiệm của  trong đó  
Khi đó, theo định lý Bezout, ta có

.


Khai triển  rõ ràng các hệ số thu được đều dương nên  đều dương.

b) Ta có  nên

.


Mặt khác, theo định lý Viete thì  và  Bất đẳng thức đã cho tương đương với 



	

	.

Áp dụng bất đẳng thức Cauchy – Schwarz và AM – GM, ta có 

.
Do đó, ta quy về chứng minh 

.

Đặt . Ta chứng minh 

, luôn đúng.

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 


Bài 3. (5 điểm).





Với mỗi số nguyên dương , ta gọi hoán vị  của  là “tốt” nếu như  là số chính phương với mọi  





a) Chứng minh rằng với  trong một hoán vị “tốt” , luôn tồn tại ít nhất một chỉ số  sao cho  chia hết cho 						(2,0 điểm)

b) Chứng minh rằng với mọi  nguyên dương, luôn tồn tại ít nhất một hoán vị “tốt”.
												(3,0 điểm)
Giải.	







a) Giả sử ngược lại rằng với mọi  ta đều có  không chia hết cho  tức là các số này không chia hết cho . Vì  là số chính phương nên nó sẽ chia  dư   
Từ đó suy ra 

.
Mặt khác

,

là số chia hết cho  mâu thuẫn.


Suy ra điều giả sử ban đầu là sai, tức là tồn tại chỉ số  để có  

b) Ta sẽ giải bài toán bằng quy nạp.


Với  ta xét  thì thỏa mãn. 




Với  ta xét  thì cũng có  với mọi  





Giả sử khẳng định đúng đến  Ta sẽ chứng minh cho , tức là xây dựng hoán vị  cho các số  sao cho luôn có  chính phương.



Nếu  là số chính phương, ta xét  thì rõ ràng tổng các số cùng cặp luôn bằng , thỏa mãn. 


Ngược lại, nếu  không chính phương, gọi  là số nguyên dương thỏa mãn 


thì ta được


 với mọi 

nên 
Ta tiến hành ghép như sau:



, , ..., .



Khi đó, với  với các chỉ số  từ . 

Với các giá trị còn lại từ , theo giả thiết quy nạp, ta có thể xây dựng hoán vị “tốt” cho chúng.

Do đó,  cũng thỏa mãn.
Theo nguyên lý quy nạp thì khẳng định được chứng minh.


Bài 4. (5 điểm).



















Cho tam giác  nhọn, không cân có góc  nội tiếp trong đường tròn  Gọi  là trực tâm của tam giác  và  cắt  tại  Trên các tia  lần lượt lấy các điểm  (khác ) sao cho  Gọi  lần lượt là trung điểm của các đoạn thẳng 



a) Chứng minh rằng  vuông góc với  và   			(2,0 điểm)








b) Lấy  trên đường thẳng  sao cho tam giác  vuông tại  Gọi  là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác  chứng minh rằng  vuông góc với 	(3,0 điểm)

Giải.
[image: ]






a) Gọi  lần lượt là trung điểm của  thì  là đường trung bình của tam giác  nên  và  



Ta có  vì tam giác  vuông cân . Do đó 

	.








Gọi  là giao điểm của  Rõ ràng các tam giác  vuông cân nên  là trực tâm của tam giác  Vì thế  và  là đường kính của . 





Xét tam giác  có  nên tương tự trên, ta có  (do  là đường trung bình của tam giác ).



Ta cũng có  và  nên  dẫn đến 




suy ra  và hai tam giác này có cạnh tương ứng vuông góc nên  
[bookmark: _GoBack]




b) Gọi  là trung điểm , ta đi chứng minh  là trung điểm  





Vì  là tâm đường tròn đi qua  nên  nên các điểm  cùng thuộc đường tròn đường kính  




Gọi  là phép đối xứng tâm  với  là trung điểm của đoạn thẳng . Khi đó

.



Mà  và  nên  là hình bình hành và 

.














Giả sử  thì các điểm  cùng thuộc đường tròn đường kính . Mặt khác,  là đường trung bình của tam giác , kéo theo , mà  nên  Suy ra  nên  cũng thuộc đường tròn đường kính . Do đó, tâm  của  chính là trung điểm . 






Ngoài ra, do  và  nên  là hình bình hành, kéo theo  cũng là trung điểm của  Suy ra  

Ta đưa về chứng minh  Theo định lý bốn điểm, ta cần chỉ ra rằng

.


Gọi  là bán kính đường tròn , ta có

.




Dễ thấy  là hình vuông nên , kéo theo  là hình bình hành và  Do đó

.
Ta cũng có 





Từ đó suy ra  hay  , dẫn đến  
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