	SỞ GIÁO  DỤC VÀ ĐÀO TẠO
GIA LAI


	KỲ THI CHỌN HỌC SINH GIỎI LỚP 12
CẤP TỈNH  (BẢNG A), NĂM HỌC 2021 – 2022
Môn: Toán



HƯỚNG DẪN CHẤM ĐỀ THI CHÍNH THỨC
Lưu ý: Nếu học sinh giải theo cách khác mà đúng, giám khảo cho điểm tương ứng phần đó theo hướng dẫn chấm.

	Câu
	Nội dung
	Điểm

	Câu 1a
2,0 điểm
	Giải hệ phương trình 


	

	
	




Nếu một trong các số  bằng , chẳng hạn  thì từ (3) suy ra, từ (2) suy ra . 

Thử lại, trường hợp này ta có  là một nghiệm của hệ.

Nếu . Viết lại hệ đã cho như sau:


Nhân các phương trình trên theo vế, ta được 

  (7)
	0,5đ

	
	

TH1: Trong ba số  tồn tại (ít nhất) hai số bằng nhau, chẳng hạn 

khi đó từ (3) ta có .

Thử lại, trường hợp này ta có  là nghiệm của hệ.
	0,5đ

	
	

TH2: Nếu  đôi một khác nhau, thì từ (7) suy ra .

Khi đó từ (4),(5),(6) ta có  

Suy ra .

-Nếu , theo bất đẳng thức AM-GM ta có 



, 

Từ đó .

Dấu đẳng thức xảy ra khi (Loại).
	0,5đ

	
	


-Nếu một trong các biến dương và hai biến còn lại âm, chẳng hạn  và . Khi đó từ (2) ta có  (mâu thuẫn).


Vậy, nghiệm của hệ phương trình là với 
	0,5đ

	Câu 1b
2,0 điểm
	

Cho các số thực dương  thỏa mãn . Chứng minh rằng


	

	
	

Từ giả thiết ta có . Do đó  suy ra 

.
	0,5đ

	
	
Từ đó 


Tương tự ta có  và .
	0,5đ

	
	Cộng ba bất đẳng thức trên ta được 





.
	0,5đ

	
	
Các số  ta có 

.

Vậy 
	0,5đ

	Câu 2
4,0 điểm
	

Cho dãy số  xác định bởi  và 


a) Chứng minh rằng mọi số hạng của dãy đều là số nguyên.
b) 

Chứng minh rằng với là số nguyên tố lẻ bất kỳ, luôn tồn tại hai số hạng liên tiếp của dãy là bội của 
	

	2a)
2,0 điểm

	Từ công thức truy hồi ta có



                     
	0,5đ

	
	Hay


	0,5đ

	
	

Đặt , thì ta có .

Ta tìm được công thức của số hạng tổng quát của dãy  là 


	0,5đ

	
	
Từ đó ta tìm được công thức của số hạng tổng quát của dãy  là

    

Vậy mọi số hạng của dãy  là số nguyên.
	0,5đ

	2b)
2,0 điểm
	

Với  là một số nguyên tố lẻ bất kỳ, đặt .
	1,0đ

	
	Khi đó


	0,5đ

	
	Và


Đó chính là điều cần chứng minh.
	0,5đ

	Câu 3
5,0 điểm
	























Cho tam giác  nhọn, có , nội tiếp đường tròn , hai đường cao  và  cắt nhau tại  (với ). Gọi  là trung điểm của cạnh . Tiếp tuyến của đường tròn  tại  và  cắt nhau tại . Gọi  là giao điểm của  và ,  là giao điểm của  và  Đường tròn ngoại tiếp tam giác  cắt đường tròn  tại điểm  ( khác ).
a) 

Chứng minh rằng 3 điểm  và  thẳng hàng.
b) 

Chứng minh rằng 4 điểm  và  cùng nằm trên một đường tròn.
	


	3a)
2,0 điểm

	
[image: ]
	









	
	



Vì  nên điểm  thuộc cung nhỏ  của đường tròn  




Gọi  là trung điểm của  thì là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác .
	0,5đ


	
	




 là giao điểm của hai đường tròn  và  nên  vuông góc với đường nối hai tâm .
	0,5đ


	
	


 là đường kính của đường tròn  nên . 

Từ đó suy ra   (1)
	0,5đ


	
	

Tứ giác  là hình bình hành nên   (2).

Vậy từ (1) và (2) suy ra ba điểm  thẳng hàng.
	0,5đ


	








3b)
3,0 điểm

	
[image: ]

	


















	
	
Ta chứng minh .



Ta có , , . 




Nên , suy ra tam giác  cân tại , do đó .

Lại có .


Từ đó suy ra  là đường trung trực của đoạn .
	0,5đ

	
	Ta có









Do đó tứ giác  nội tiếp đường tròn.
	0,5đ

	
	
Chứng minh tương tự như trên, ta cũng có .
	0,5đ

	
	Ta có 









Do đó tứ giác  nội tiếp đường tròn.
	0,5đ

	
	Ta có




	0,5đ

	
	


Suy ra tứ giác  nội tiếp đường tròn.
Đó chính là điều phải chứng minh.
	0,5đ

	Câu 4
4,0 điểm
	

Cho hàm số  liên tục trên  thỏa mãn


 với mọi dãy số  là cấp số cộng.

Chứng minh rằng  là hàm hằng.
	

	
	




Xét khoảng  tuỳ ý. Với hai số  giả sử . Ta xây dựng hai dãy  và  như sau: 


	0,5đ

	
	


Từ cách xây dựng này ta nhận thấy, với số tự nhiên  bất kỳ, bộ  số  theo thứ tự đó tạo thành một cấp số cộng.
Chính vì vậy ta có


	0,5đ

	
	
Bằng qui nạp theo  ta có


	1,0đ

	
	






Vì  nên ta có thể chọn được số  lớn nhất sao cho cả  và  đều nằm trong đoạn . Khi đó, một trong hai số  hay  không nằm trong đoạn đó, nên


	0,5đ

	
	

Hàm  liên tục trên đoạn  nên nó bị chặn trên đoạn này. Giả sử


	0,5đ

	
	Đến đây ta có đánh giá








 với 
	0,5đ

	
	

Vì , nên đặt . Từ bất đẳng thức cuối suy ra được 






Nên  trên . Vì khoảng này tùy ý nên suy ra  là hàm hằng trên .
	0,5đ

	Câu 5
3,0 điểm
	Trong một tòa nhà có một số phòng nào đó, trong mỗi phòng có một bóng đèn và một công tắc, công tắc ở mỗi phòng được nối với công tắc một số phòng nào đó. Khi ta bấm công tắc tại một phòng thì sẽ làm thay đổi trạng thái của bóng đèn trong phòng đó và các phòng có công tắc được nối với công tắt này (bóng đang sáng sẽ tắt còn bóng đang tắt sẽ sáng). Chứng minh rằng, nếu ban đầu tất cả các bóng đèn đều tắt thì sau một số hữu hạn lần bấm công tắt sẽ làm cho tất cả các bóng đèn đều sáng.
	

	
	Phát biểu lại bài toán bằng ngôn ngữ Graph: 







Cho một Graph  bất kỳ. Chứng minh rằng tồn tại một tập  sao cho mọi đỉnh trong  đều nối với số chẵn đỉnh thuộc  còn mọi đỉnh của  không thuộc  đều nối với số lẻ đỉnh thuộc  
	
0,5đ

	
	Ta xét bổ đề sau:





Cho một Graph hữu hạn  bất kỳ. Chứng minh rằng, ta có thể phân hoạch  thành hai tập  sao cho các Graph con  và  có các đỉnh đều bậc chẵn.
	0,5đ

	
	Chứng minh bổ đề:
Ta chứng minh qui nạp theo số đỉnh.


Nếu mọi đỉnh đều bậc chẵn thì ta chọn  còn 




Ta xét trường hợp ngược lại. Gọi  là một đỉnh có bậc lẻ nào đó. Đặt  là tập các láng giềng của  và 


Xét đồ thị  như sau: với 




   Nếu  hoặc  thì ta định nghĩa  khi và chỉ khi 




   Nếu  và  thì ta định nghĩa  khi và chỉ khi 



Theo giả thiết qui nạp thì đồ thị  sẽ được phân hoạch thành hai đồ thị  và  có các đỉnh đều bậc chẵn.
	



0,5đ

	
	





Vì  có bậc lẻ nên giả sử trong  có số chẵn láng giềng của . Khi đó phân hoạch đồ thị  như sau sẽ thỏa yêu cầu:  và .	
Bổ đề được chứng minh.
	0,5đ

	
	Trở lại bài toán:







Nếu mọi đỉnh của  đều có bậc lẻ thì theo kết quả bổ đề ta phân hoạch  thành hai đồ thị  và  có các đỉnh đều bậc chẵn. Khi đó chọn  là tập  hay  đều được.
	0,5đ

	
	







[bookmark: _GoBack]Trường hợp ngược lại, ta tạo ra đồ thị mới  bằng cách xét thêm một đỉnh mới  và nối nó với tất cả các đỉnh có bậc chẵn của  Ta phân hoạch  thành hai đồ thị  và  có các đỉnh đều bậc chẵn. Khi đó, chọn  là phần không chứa đỉnh 
	0,5đ
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