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MÔN: TOÁN
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Bài 1(6.0 điểm). Tìm tất cả các hàm số  thỏa mãn điều kiện


 với mọi .
















Bài 2(7.0 điểm). Cho tam giác  ngoại tiếp đường tròn  và có trực tâm  Gọi  lần lượt là các tiếp điểm của  với đường tròn . Gọi  lần lượt là trung điểm của  và gọi  là điểm đối xứng với  qua , gọi  là điểm đối xứng với  qua . Chứng minh rằng đường thẳng  đi qua trực tâm của tam giác 








Bài 3(7.0 điểm). Cho bảng ô vuông  kích thước  gồm  ô vuông đơn vị, mỗi ô vuông đơn vị được tô bởi một trong ba màu đen, trắng hoặc xám. Một cách tô màu được gọi là đối xứng nếu mỗi ô vuông đơn vị có tâm trên đường chéo  được tô màu xám và mỗi cặp ô vuông đơn vị đối xứng qua  được tô cùng màu đen hoặc cùng màu trắng. Người ta điền vào mỗi ô xám số , mỗi ô trắng một số nguyên dương và mỗi ô đen một số nguyên âm. Một cách điền số như vậy được gọi là  cân đối (với  là số nguyên dương) nếu thỏa mãn các điều kiên sau:


(i) Mỗi cặp ô vuông đơn vị đối xứng qua  được điền cùng một số nguyên thuộc đoạn .
(ii) Nếu một hàng và một cột giao nhau tại ô đen thì tập các số nguyên dương được điền trên hàng đó và tập số nguyên dương được điền trên cột đó không giao nhau, nếu một hàng và một cột giao nhau tại ô trắng thì tập các số nguyên âm được điền trên hàng đó và tập các sô nguyên âm được được điền trên cột đó không giao nhau.


Tìm giá trị nhỏ nhất của  để với mọi cách tô màu đối xứng, luôn tồn tại cách điền  cân đối.

……….Hết……….
•	Thí sinh không được sử dụng tài liệu và máy tính cầm tay.
•	Giám thị không giải thích gì thêm.

Họ và tên thí sinh: …………………….……………Số báo danh…………….……
Giám thị thứ nhất (Ký và ghi rõ họ tên): ……………………………………………
Giám thị thứ hai (Ký và ghi rõ họ tên): …..…………………………………………
ĐÁP ÁN THANG ĐIỂM ĐỀ THI CHỌN HSGQG NĂM 2020 -2021
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Bài 2


























































































Bài 3
	
Tìm tất cả các hàm số  thỏa mãn điều kiện 


 với mọi .

Giả sử hàm số thỏa mãn điều kiện bài toán.


Cho  ta được .


Đặt  ta được .



Thay  vào  ta được 


1, Nếu . Thay  ta được 


 suy ra 



Thay  vào  ta được 


Chọn  thì 

Từ đó ta được 

Suy ra .



2, Nếu thì  hay . 

Từ đó ta có 


Với đặt 


Thay   vào ta có



Suy ra .


Thay  ta có 


Thay  ta có 

Từ đó ta có 


Thay  ta được 


Từ đó ta có  là toàn ánh. Thay  ta được





Vì  là toàn ánh nên đặt  ta được .



Thay vào  ta được  nên 

Thử lại ta thấy các hàm số  thỏa mãn bài toán.

Vậy tất cả các hàm số cần tìm là .
















Cho tam giác  ngoại tiếp đường tròn  và có trực tâm  Gọi  lần lượt là các tiếp điểm của  với đường tròn . Gọi  lần lượt là trung điểm của  và gọi  là điểm đối xứng với  qua , gọi  là điểm đối xứng với  qua . Chứng minh rằng đường thẳng  đi qua trực tâm của tam giác 









Bổ đề. Cho tam giác  ngoại tiếp đường tròn  và nội tiếp đường tròn . Gọi  lần lượt là các tiếp điểm của  với đường tròn . Gọi  là trực tâm tam giác . Khi đó ba điểm  thẳng hàng.
Chứng minh bổ đề [image: ]







Gọi  lần lượt là giao điểm thứ hai của  với đường tròn . Khi đó ta có  nên  là đường trung trực của . Do đó .



Chứng minh tương tự ta có . Từ đó ta có là trực tâm tam giác .












Ta có  nên  đồng dạng với . Do đó tồn tại phép vị tự biến trực tâm  và tâm đường tròn ngoại tiếp  của  thành trực tâm  và tâm đường tròn ngoại tiếp  của . Từ đó ta có  thẳng hàng và  là đường thẳng Euler của .
Trở lại bài toán

[image: ]











Gọi  lần lượt là trung điểm của . Gọi  lần lượt là điểm đối xứng với  qua . Ta có  là hình thoi. Do đó ta có  suy ra . Từ đó ta có  là trực tâm tam giác .


Tam giác  nội tiếp đường tròn đường kính cho nên ta có 







Vì  là trực tâm tam giác  và tam giác  nội tiếp đường tròn đường kính  nên ta có 



Từ  và  ta có 





Ta có , do đó . Từ đó ta có  đồng dạng với tam giác  suy ra .



Lấy điểm   trên sao cho 








Ta có  do đó tứ giác  là hình thang cân có trục đối xứng . Do đó  đối xứng với  qua . Do đó nghĩa là  thẳng hàng.

Chứng minh tương tự ta có  thẳng hàng.

Theo bổ đề ta có  thẳng hàng.



Vậy  đi qua trực tâm  của tam giác .









Cho bảng ô vuông  kích thước  gồm  ô vuông đơn vị, mỗi ô vuông đơn vị được tô bởi một trong ba màu đen, trắng hoặc xám. Một cách tô màu được gọi là đối xứng nếu mỗi ô vuông đơn vị có tâm trên đường chéo  được tô màu xám và mỗi cặp ô vuông đơn vị đối xứng qua  được tô cùng màu đen hoặc cùng màu trắng. Người ta điền vào mỗi ô xám số , mỗi ô trắng một số nguyên dương và mỗi ô đen một số nguyên âm. Một cách điền số như vậy được gọi là  cân đối (với  là số nguyên dương) nếu thỏa mãn các điều kiên sau:


(i) Mỗi cặp ô vuông đơn vị đối xứng qua  được điền cùng một số nguyên thuộc đoạn .
(ii) Nếu một hàng và một cột giao nhau tại ô đen thì tập các số nguyên dương được điền trên hàng đó và tập số nguyên dương được điền trên cột đó không giao nhau, nếu một hàng và một cột giao nhau tại ô trắng thì tập các số nguyên âm được điền trên hàng đó và tập các sô nguyên âm được được điền trên cột đó không giao nhau.


Tìm giá trị nhỏ nhất của  để với mọi cách tô màu đối xứng, luôn tồn tại cách điền  cân đối.
Điều kiện cần


Xét cách tô màu xen kẽ đen trắng như bàn cờ (hình vẽ), trong đó vị trí được tô đen nếu  chẵn, ngược lại thì tô trắng.


Xét hai ô trắng bất kì trong bảng ô vuông ở vị trí   với  .






Nếu   và   cùng chẵn thì   và  cùng lẻ, do đó một trong hai ô  hoặc   được tô màu đen. Suy ra hai ô trắng phải được điền số khác nhau.
            [image: ]





Nếu và   cùng lẻ thì xét ô  điền cùng số với ô  và cũng tương tự như trên ta suy ra hai ô phải được điền số khác nhau.

Suy ra tất cả các ô trắng ở nửa trên bên phải của bảng phải được điền các số khác nhau. Do đó ta phải có 
Điều kiện đủ




Ta sẽ chứng minh rằng  thỏa mãn bài toán bằng phép chứng minh quy nạp. Với bảng ô vuông kích thước  với  nguyên dương thì 


Khẳng định là rõ ràng với Xét .

Giả sử khẳng định đúng với mọi số nguyên dương nhỏ hơn 


Đánh số các hàng và cột từ . Ta chứng minh rằng với mọi vị trí các ô đen thì luôn tồn tại cách điền các số nguyên dương không vượt quá  vào các ô trắng còn lại trong bảng (trường hợp điền số nguyên âm thì tương tự vì tính bình đẳng).










Xét đồ thị  trong đó  là tập hợp các đỉnh, đỉnh thứ  ứng với hàng  với , còn  là tập hợp các cạnh, trong đó cạnh nối từ đỉnh thứ  đến đỉnh thứ  nếu như tại ô  và tại ô  là tô màu trắng.
Áp dụng định lí Mantel – Turan ta có:




Nếu đồ thị  không chứa tam giác thì đồ thị G có không quá  cạnh, hay là trong bảng có không quá  ô trắng, do đó có thể dùng  số nguyên dương phân biệt để điền vào các ô trắng.


Giả sử đồ thị  có chứa tam giác, chẳng hạn các đỉnh  được nối với nhau. 



Do đó các ô  được tô màu trắng. Khi đó các số điền vào các ô trắng đó không nhất thiết phân biệt và tập hợp các ô trắng còn lại (nếu có) trên các hàng  cũng không nhất thiết phải rời nhau. Rõ ràng trên mỗi hàng còn lại không quá  ô như  thế.

Do đó ta có thể sử dụng một số để điền vào các ô trắng ở trên và không quá  để điền vào các ô trắng còn lại trong hàng.



Nếu không tính các hàng thì ta còn lại hàng, theo giả thiết quy nạp thì cần không quá số nguyên dương cho các hàng đó.

Như vậy tổng cộng ta cần không quá  số nguyên dương.

Như vậy trong mọi trường hợp ta cần không quá  số nguyên dương. Từ đó ta có điều phải chứng minh.
*** Hết ***
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