	SỞ GIÁO DỤC VÀ ĐÀO TẠO TỈNH SƠN LA
ĐỀ CHÍNH THỨC


 (Đề thi có 01 trang)
	KỲ THI CHỌN ĐỘI TUYỂN HSG QUỐC GIA
NĂM HỌC 2021 - 2022
Môn thi: TOÁN
Ngày thi: 18/9/2021
Thời gian làm bài: 180 phút, không kể thời gian phát đề



Họ và tên thí sinh: ............................................................; Số báo danh: ...............................
Câu 1. (5,0 điểm)


[bookmark: MTBlankEqn] Cho dãy số  xác định bởi  

 a) Chứng minh rằng dãy  có giới hạn hữu hạn và tìm giới hạn đó.


         b) Đặt . Tìm 
Câu 2. (5,0 điểm)  


Cho  là các số thực dương có tích bằng  Chứng minh rằng:

           
Câu 3. (5,0 điểm) 














Cho tam giác nhọn  không cân nội tiếp đường tròn  có đường cao  và tâm đường tròn nội tiếp là  Đường thẳng  cắt đường tròn  tại điểm thứ hai  Gọi  là điểm đối xứng với  qua tâm  Đường thẳng  cắt các đường thẳng  theo thứ tự tại  và  

a) Chứng minh tứ giác  nội tiếp đường tròn.









b) Đường thẳng  cắt lại đường tròn  tại điểm thứ hai  hai đường thẳng  và  cắt nhau tại điểm  Chứng minh rằng nếu  thì  là trọng tâm của tam giác .
Câu 4. (5,0 điểm)




 Chứng minh rằng nếu số tự nhiên  có dạng với  mà biểu diễn được không ít hơn hai cách dưới dạng tổng hai số chính phương thì là hợp số.
------------- Hết -------------
Thí sinh không sử dụng tài liệu và máy tính cầm tay.
Cán bộ coi thi không giải thích gì thêm.


	SỞ GIÁO DỤC VÀ ĐÀO TẠO TỈNH SƠN LA

(Đáp án có 04 trang)
	KỲ THI CHỌN ĐỘI TUYỂN HSG QUỐC GIA
NĂM HỌC 2021 - 2022
Môn thi: TOÁN
Ngày thi: 18/9/2021



HƯỚNG DẪN CHẤM

	Câu
	Nội dung
	Điểm

	Câu 1
(5,0 điểm)
	

Cho dãy số  xác định bởi  

 a) Chứng minh rằng dãy  có giới hạn hữu hạn và tìm giới hạn đó.


         b) Đặt . Tìm 

	
	

a) Ta chứng minh bằng quy nạp theo ,  dãy  bị chặn trên bởi 1 và là một dãy tăng. 






+) Ta có  Giả sử  Vì hàm   là đồng biến trên khoảng  nên 


Vậy với mọi 

	1,0

	
	





+) Ta có . Giả sử Do  và là đồng biến trên khoảng  nên 

  Vậy dãy  tăng và bị chặn trên nên có giới hạn hữu hạn. 
 
	1,0

	
	

+) Đặt  Suy ra 

Vậy 

	1,0

	
	
b) Ta có  

	         
	        
	1,0

	
	
                    

Suy ra  

	1,0

	Câu 2
(5,0 điểm)

	

Cho  là các số thực dương có tích bằng  Chứng minh rằng:



	
	

Tồn tại các số thực dương   sao cho .

Bất đẳng thức trở thành 
	1,0

	
	Áp dụng bất đẳng thức AM – GM ta có





	1,0

	
	Cộng từng vế hai bất đẳng thức trên ta được 

       (1)

	1,0

	
	Lại có 

 


           (2) 

	1,0

	
	
Từ (1) và (2) ta có 
Bất đẳng thức được chứng minh. 

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi .

	1,0

	Câu 3
(5,0 điểm)
	













Cho tam giác nhọn  không cân nội tiếp đường tròn  có đường cao  và tâm đường tròn nội tiếp là  Đường thẳng  cắt đường tròn  tại điểm thứ hai  Gọi  là điểm đối xứng với  qua tâm  Đường thẳng  cắt các đường thẳng  theo thứ tự tại  và  

a) Chứng minh tứ giác  nội tiếp đường tròn.









b) Đường thẳng  cắt lại đường tròn  tại điểm thứ hai  hai đường thẳng  và  cắt nhau tại điểm  Chứng minh rằng nếu  thì  là trọng tâm của tam giác .

	
	
a) Chứng minh tứ giác  nội tiếp đường tròn.
[image: ]
	

	a
	


Ta có  mà AI là phân giác góc A nên , suy ra tam giác ANA' cân tại A. Có 

	0,5

	
	Gọi L là giao điểm của MA và BC.



Ta có , suy ra tứ giác ALA'K nội tiếp. Do đó     
	0,5

	
	



Dễ thấy ngay hai tam giác  và  đồng dạng (g.g), suy ra  hay  (1)

	0,5

	
	
Ta có 

Nên tam giác MCI cân tại M, suy ra   (2).

	0,5

	
	
Từ (1), (2) suy ra . 

Vậy tứ giác NHIK có  nên tứ giác nội tiếp.

	0,5

	
	








    b) Đường thẳng  cắt lại đường tròn  tại điểm thứ hai  hai đường thẳng  và  cắt nhau tại điểm  Chứng minh rằng nếu  thì  là trọng tâm của tam giác .

	b
	[image: ]

	
	

* Từ tứ giác NHIK nội tiếp suy ra . Suy ra tứ giác AIHS nội tiếp. Do đó .
	0,5

	
	

Gọi T là trung điểm của cạnh SA. Khi đó , suy ra ba điểm  thẳng hàng, hay KT là trung tuyến  (3).
	0,5

	
	* Tiếp theo ta sẽ chứng minh L là trung điểm của SK.


Ta có  và 

Do đó   (4)
	0,5

	
	Áp dụng định lý Menelaus cho tam giác ASL với cát tuyến TIK ta có:

 (5).
	0,5

	
	
Từ (4) và (5) suy ra , tức L là trung điểm của SK  (6). 
Từ (3) và (6) suy ra I  là trọng tâm tam giác AKS  (đpcm).

	0,5

	Câu 4. (5,0 điểm)
	



Chứng minh rằng nếu số tự nhiên  có dạng với  mà biểu diễn được không ít hơn hai cách dưới dạng tổng hai số chính phương thì là hợp số.

	
	


Giả sử số  có dạng với  biểu diễn dưới dạng tổng bình phương của hai số:

   
	0,5

	
	





Vì là số lẻ nên trong mỗi tổng phải có một số lẻ. Giả sử  và  là số lẻ, còn  và  là số chẵn. Không mất tính tổng quát, giả sử  .


Như vậy các số  là các số dương chẵn. 
	1,0

	
	
Ta viết dưới dạng:







(Đặt )
	1,0

	
	




Gọi  là ước chung lớn nhất của và , và giả sử trong đó  



Khi đó ta có  Vậy , giả sử  

Khi đó 
	1,0

	
	
Vậy 

 là hợp số.
	0,5


Chú ý: - Học sinh có cách giải khác mà đáp án đúng thì vẫn chấm điểm tối đa ở câu đó.
            - Câu 3 học sinh phải có hình vẽ mới chấm điểm.
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