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SỞ GIÁO DỤC VÀ ĐÀO TẠO



	KỲ THI CHỌN HỌC SINH GIỎI LỚP 12 VÀ THÀNH LẬP ĐỘI TUYỂN THAM DỰ KỲ THI CHỌN HỌC SINH GIỎI QUỐC GIA THPT NĂM HỌC 2024-2025
MÔN: TOÁN



HƯỚNG DẪN CHẤM: MÔN TOÁN
(Hướng dẫn chấm gồm có 07 trang)

	

Câu I (4,0 điểm). Tìm hàm liên tục thỏa mãn .
	Điểm

	
Theo bài ra, ta có: 


Kí hiệu là việc thay vào phương trình hàm ban đầu

Ta có 


+) ,



+) ,


+) ,
	1,0

	


Sử dụng ta được: ,



 ,



,


,
	1,0

	


,



+ Cho bởi  thì 



+ Cho , kết hợp  lẻ ta được 


Mà  nên .



Do đó ,  



[bookmark: _GoBack]+) Cho  bởi ,  

Kết hợp 


Mà liên tục nên . Thử lại thỏa mãn.

Vậy .
	2,0

	



Câu II (3,0 điểm). Cho dãy số thỏa mãn: . Đặt . Tính .
	

	
Ta chứng minh được  

Ta có  nên dãy đã cho là dãy tăng
	1,0

	

Giả sử dãy bị chặn trên suy ra dãy tồn tại giới hạn, gọi 


Chuyển qua giới hạn ta được ( vô lý) 
	1,0

	
Từ giả thiết ta có 



	1,0

	

Câu III (3,0 điểm). Tìm tất cả các cặp số  nguyên dương thoả mãn phương trình: 
	

	

Ta đặt:  

Suy ra: 

Mặt khác, áp dụng công thức Legendre, ta có: 


Mà  nên .
	1,0


	
Ta lại có: 

Ta chứng minh: .
Thật vậy:



+ Với  (1) trở thành:  mà  nên (1) được  chứng minh.



+ Với , ta có:  
Vậy (1) được chứng minh.
	1,0

	

Từ đó, ta có:  nên  không thoả mãn bài toán.

Ta kiểm tra với , thì:

+ .

+ .

+ 

+ .

+ .



Vậy các cặp  cần tìm là  và .
	1,0

	







Câu IV (6,0 điểm).  Cho tam giác  nhọn, không cân (). Gọi  là tâm đường tròn nội tiếp tam giác ;  lần lượt là tâm đường tròn bàng tiếp các góc  và  của tam giác .







a) Gọi  là tâm đường tròn nội tiếp các tam giác ;  lần lượt là đường kính của các đường tròn ngoại tiếp các tam giác  và . Chứng minh  vuông góc với .








b) Gọi  là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác  và  là giao điểm của  với . Chứng minh đường tròn ngoại tiếp tam giác  đi qua trung điểm  của .
	

	[image: ]
	

	





a) + Gọi  là điểm chính giữa cung  không chứa  của đường tròn ngoại tiếp tam giác  thì  là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác .




+ Gọi  là điểm đối xứng của  qua  ta có .






+ Do  là ảnh của  qua phép đối xứng trục  nên  là hình thang cân suy ra  thuộc đường tròn ngoại tiếp tam giác .
	1,0

	




+ Do  là đường kính của đường tròn ngoại tiếp tam giác  nên , mà  nên  thẳng hàng.






+ Phép đối xứng trục  biến tam giác  thành tam giác  nên  suy ra . Từ đó suy ra .
	2,0

	[image: ]
	

	









b) + Dễ thấy  là trực tâm tam giác  và ta có kết quả quen thuộc là . Gọi  là trực tâm tam giác ,  là trung điểm . Do  nên  suy ra .
	1,0

	







[bookmark: MTBlankEqn]+ Kết hợp với hai tam giác  và  đồng dạng có  là hai đường trung tuyến tương ứng và dễ thấy tứ giác  nội tiếp nên . Vậy đường tròn ngoại tiếp tam giác  đi qua trung điểm  của .
	2,0

	






Câu V (4,0 điểm).  Trong một ngôi làng có người nam được định danh từ  đến  và  người nữ được định danh từ  đến . Ngôi làng này đang có dự định tổ chức các buổi khám sức khỏe miễn phí cho người dân trong làng. Biết rằng mỗi cặp nam nữ phải khám chung với nhau đúng một buổi.
a) Chứng minh rằng có thể sắp xếp các buổi khám sức khỏe thỏa mãn nếu mỗi buổi chỉ khám cho đúng bốn người.



b) Mỗi buổi chỉ tổ chức khám cho một cặp nam nữ. Hai buổi được coi là "gần giống nhau" nếu chúng có một người đi khám chung ở cả hai buổi và hai người còn lại được định danh liên tiếp nhau. Chứng minh rằng nếu hai buổi liên tiếp nhau đều "gần giống nhau" thì tồn tại số nguyên dương  để buổi thứ  và  "gần giống nhau".
	

	




Ta xét một bảng vuông , với  hàng lần lượt từ trên xuống dưới tượng trưng cho  người nam tương ứng theo thứ tự định danh và với  cột lần lượt từ trái qua phải tượng trưng cho  người nữ tương ứng theo thứ tự định danh.




Sau mỗi buổi ta sẽ đánh  vào ô  nếu nếu trong buổi đó nam  và nữ  khám chung với nhau.
a) Ta sẽ xếp khám sức khoẻ trong mỗi buổi là một trong 3 trường hợp sau:
	- Hai nữ định danh liên tiếp nhau với hai nam định danh liên tiếp nhau.
	- Ba nữ định danh liên tiếp nhau với một nam.
	- Ba nam định danh liên tiếp nhau với một nữ.



Như vậy sau mỗi buổi, ta sẽ đánh dấu lên bảng các ô thuộc hình chữ nhật ,  hoặc .
	1,0

	


Ta chỉ cần chứng minh có thể phủ bảng  bằng các hình  và  không chồng lên nhau. Thật vậy:




+) Trường hợp 1: . Ta sẽ dùng các hình  lần lượt phủ ba ô liên tiếp từ trên xuống để phủ hết từng cột bảng . Như vậy bảng  đã bị phủ hết.






+) Trường hợp 2: . Ta sẽ chia bảng  thành hai phần  và . Như trường hợp 1, ta có thể phủ hết bảng . Với bảng , ta sẽ phủ như sau:



	- Nếu n chẵn ta sẽ xếp  các hình  liên tiếp nhau theo một hàng ta được .




	- Nếu n lẻ thì . Ta lại chia bảng  thành  và . Như đã chứng minh trên hai bảng này đều có thể phủ hết được.

Vậy ta sẽ phủ hết được bảng .








 Trường hợp 3: . Vậy . Ta sẽ chia bảng  thành  và 2 bảng . Áp dụng những chứng minh phía trên thì ta có thể phủ hết bảng  và . Vậy trường hợp này vẫn thỏa mãn.

Trong bất kì trường hợp nào thì ta vẫn có thể phủ hết bảng . Từ đây ta có đpcm.
	1,0

	



b) Ta có mỗi buổi chỉ khám cho một cặp nam nữ. Như vậy ta phải có  buổi để các cặp nam nữ đều được khám chung với nhau. Sau buổi thứ  khám cho nam i và nữ  thì ta sẽ đánh số t vào ô ( .




Ta thấy hai buổi thứ i và j "gần giống nhau" thì tương đương ô i và ô j sẽ có đúng một cạnh chung. Như vậy, hai ô i và  sẽ chung cạnh với nhau và ta phải chứng minh tồn tại số  để ô  và ô  chung cạnh.


Gọi  là tập hợp các cạnh chung của ô i và ô . 





Gọi  là tập hợp  điểm nằm trong bảng  sao cho chúng là giao điểm của các đường lưới ngang, dọc để chia bảng  thành  các ô vuông nhỏ.



Mỗi điểm thuộc  sẽ được đánh số tương ứng số cạnh thuộc  có đầu mút là điểm đó. Mỗi điểm chỉ có thể được đánh các số .




	- Nếu tồn tại điểm C thuộc B được đánh số 3. Lúc này 4 ô vuông xung quanh C và có một đỉnh là  sẽ được đánh 4 số liên tiếp là . Lúc này ô  và ô  phải kề nhau, ta có ngay điều phải chứng minh.
	1,0

	
- Nếu không tồn tại điểm nào thuộc  được đánh số 3.




Xét các bộ  với  và b là đầu mút của a. Lúc này, số bộ  sẽ không quá .

Gọi cạnh biên là cạnh chung của 2 ô nằm trên biên của bảng .








Ta thấy cạnh biên thuộc  sẽ cho đúng một bộ  còn cạnh nằm bên trong sẽ cho đúng 2 bộ . Mà có  ô trên biên nên không quá  cạnh biên trong . Do đó số bộ  ít nhất là: 
Từ (1) và (2), ta có điều vô lí.



Vậy luôn tồn tại  để ô  và  chung cạnh. Từ đây ta có đpcm.
	1,0


 Các cách làm đúng khác cho điểm tương ứng.
Điểm toàn bài làm tròn tới 0,25 điểm.
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