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Bài 5 (2,5+3,5 điểm). 




a) Chứng minh rằng nếulà ước nguyên tố lẻ của  thì  có dạng:  


b) Tìm tất cả các số nguyên dương  thỏa mãn  
Lời giải.




a) Gọi cấp của  theo mod  là , tức là 

Từ 



Nếu 






Mà   mâu thuẫn với  là số nguyên tố lẻ nên   hay .















b) Rõ ràng  lẻ nên  phải lẻ. Gọi  là một ước nguyên tố lẻ của  thì Đặt  với  nguyên dương và  lẻ. Khi đó,  nên áp dụng ý a)  thì ta có  Vì mọi ước nguyên tố lẻ của  thì đều đồng dư  theo modulo  nên ta có ngay  hay  đây là điều vô lý. 

Do đó, không tồn tại số  thỏa mãn đề bài.






Bài 6 (3,0+4,0 điểm).  Cho đa thức  hệ số nguyên có bậc  và  Biết rằng  có  nghiệm nguyên phân biệt và hệ số của bậc cao nhất là số dương.

a) Chứng minh rằng đa thức  không phân tích được thành tích của 2 đa thức hệ số nguyên có bậc không nhỏ hơn 1.


b) Chứng minh rằng tập các nghiệm nguyên của đa thức  trùng với tập các nghiệm nguyên của đa thức 
Lời giải.




a) Đặt  với  và  là các số nguyên phân biệt, .




Giả sử  với  là hai đa thức hệ số nguyên bậc  và bậc 



Ta có  nên  với mọi .


Vì đều là số nguyên nên  với mọi .


Xét đa thức , đa thức này hệ số nguyên và có bậc 




Hơn nữa , suy ra , tức là  với mọi 

Từ đó , vế trái có hệ số cao nhất dương, trong khi vế phải có hệ số cao nhất âm, mâu thuẫn!

Vậy đa thức  bất khả quy.






b) Ta thấy  chia hết cho , tức là  chia hết cho  Do vậy các nghiệm nguyên của  cũng là nghiệm nguyên của 



Giả sử  là một nghiệm nguyên của  mà không là nghiệm của 








Khi đó  với  nào đó. Vì vậy . Tuy nhiên, vì  là số nguyên khác  với mọi  nên  Hơn nữa , và ta cũng có 


				 vì  phân biệt.
Hệ quả là


 (*), giải bpt này ta được .





Mà  nên ta suy ra  Và các nghiệm của  là . Ta suy ra .
Dễ thấy thay vào (*) không thoả mãn. Mâu thuẫn!
Bài toán được chứng minh hoàn toàn.

Bài 7. (7,0đ = 4,0đ+ 3,0đ). Cho tam giác không cân ABC nội tiếp đường tròn (O) (BC           không là đường kính). Giả sử đường tròn (O) và hai điểm B, C cố định; A là điểm thay đổi trên cung lớn BC (A khác B, C). I là trung điểm BC. D là điểm đối xứng với A qua O. BD cắt AC tại E; CD cắt AB tại F. M là trung điểm BF, N là trung điểm CE. Gọi K là hình chiếu vuông góc của D trên BC. AI cắt lại (O) tại L khác A. 
a)  Chứng minh bốn điểm M, N, I, K cùng thuộc một đường tròn.
b)  Chứng minh KL luôn đi qua một điểm cố định.
                                          [image: ]
Giải. Không mất tổng quát giả sử AB < AC.
Gọi P là giao điểm của các tiếp tuyến tại B, C của đường tròn (O).
Gọi Q là điểm đối xứng với A qua I, suy ra tứ giác ABQC là hình bình hành.




Suy ra  và   là hai đường đẳng giác đối với  Tương tự PB, QB là hai đường đẳng giác đối với  Vậy P, Q là hai điểm liên hợp đẳng giác trong tam giác ABC.

Ta có mà P thuộc trung trực BC và P, E, F cùng phía với BC, do đó P là tâm đường tròn ngoại tiếp tứ giác BCEF. 
Suy ra M, N là hình chiếu của P trên AB, AC. 




Ta có OI là đường trung bình của lại có , suy ra  mà  Do đó Q, D, K thẳng hàng. Từ đó suy ra K là hình chiếu của Q trên BC. 
Vậy M, N, I, K cùng thuộc một đường tròn (tính chất của hình chiếu hai điểm liên hợp đẳng giác).


b) Gọi S là giao điểm PL với (O), suy ra SBLC là tứ giác điều hòa, suy ra mà I là trung điểm BC, suy ra  Do đó S đối xứng với Q qua K, suy KL đi qua trung điểm IP (theo bổ đề hình thang PISQ) là điểm cố định.
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