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Câu 1 (5,0 điểm). Cho dãy số  được xác định bởi  .

a) Chứng minh rằng dãy số  có giới hạn hữu hạn.

b) Tính giới hạn 


[bookmark: _GoBack]Câu 2 (5,0 điểm). Tìm tất cả các hàm số  xác định trên  và thỏa mãn 




Câu 3 (5,0 điểm) . Cho tam giác ABC nhọn và không cân có AD, BE, CF là các đường cao. Gọi H là trực tâm và  là đường tròn Euler của tam giác ABC. Tiếp tuyến d của  tại D cắt đường tròn đường kính AB tại điểm thứ hai là K. Đường thẳng FD cắt các đường thẳng AK, BK lần lượt tại L, M. Hai đường thẳng d và CM cắt nhau tại N. Chứng minh L, H, N thẳng hàng. 
Câu 4 (5,0 điểm).  




a) Cho  là số nguyên tố và  Chứng minh rằng nếu a, b là các số nguyên dương và  thì 







b) Cho dãy số  xác định bởi:  với mọi số  nguyên dương. Tìm tất cả các số nguyên tố  thỏa mãn hai điều kiện  và  chia hết cho .     

------------------HẾT--------------------




ĐÁP ÁN
	Câu
	Nội dung
	Điểm

	1
	

a) Ta có  nên 

Do đó  là dãy số giảm.
	1,0

	
	
Ta chứng minh bằng quy nạp .


Ta có  Giả sử . Khi đó




Hơn nữa,  là dãy số giảm nên 

Do đó .
	1,0

	
	



Vậy  có giới hạn hữu hạn. Giả sử  Khi đó  Vậy 
	1,0

	
	
[bookmark: MTBlankEqn]b) Ta có  do đó 

 


	1,0

	
	
.

Theo định lý Cesàro–Stolz  ta có 
	1,0

	2
	



Cho  suy ra  nên  hoặc 
· 


Nếu , cho  suy ra  thỏa mãn.
	1,0

	
	· 




Nếu , lưu ý rằng , bởi vì nếu có giá trị sao cho thì ta thế suy ra 


	1,0

	
	


Cho thì  Suy ra 


+ Nếu : trong phương trình ban đầu, thay  ta có

  (1)


Tiếp tục thay bởi  ta có

 (2)

Từ (2) suy ra    (3) 
	1,0

	
	


Xét với mọi , theo khẳng định trên ta có . Nhân hai vế của (1) cho , áp dụng (3) rồi rút gọn ta được:

.





Suy ra với mọi . Do  nên suy ra  với mọi 
	1,0

	
	


Nếu ,tiến hành tương tự, ta có nghiệm với mọi 
	1,0

	3
	[image: ]
* Chứng minh  A, E, H, F, L đồng viên



Dễ thấy A, E, D, B, K đồng viên và A, E, H, F đồng viên. Ta có . Mặt khác . Do đó  nên A, E, L, F đồng viên.
	1,0

	
	* Chứng minh  E, F, B, M, C đồng viên
Xét tứ giác toàn phần LFBK ta có hai đường tròn (AKB) và (ALF) cắt nhau tại E nên E là điểm Miquel nên E nằm trên đường tròn (BFM). Mặt khác B, C, E, F đồng viên nên E, F, B, M, C đồng viên. 
	1,0

	
	* Chứng minh AK // CM
Áp dụng định lý Reim cho hai đường tròn (AEBK) và (BECM) ta được AK // CM.

	1,0

	
	* Chứng minh E, H, D, N, C đồng viên



Ta đã có E, H, D, C đồng viên. Vì AK||CN nên . Mặt khác  nên suy ra  do đó C, D, E, N đồng viên. Từ đó suy ra E, H, D, N, C đồng viên.
	1,0

	
	* Chứng minh L, H, N thẳng hàng
Vì AL // CN  và A, L, H, E đồng viên và E, H, N, C đồng viên nên theo định lý Reim ta có L, H, N thẳng hàng. 
	1,0

	4
	




a) Đặt  , giả sử  khi đó. 

Theo định lý Fecma  

và 
	1,0

	
	
Theo giả thiết 


. Vô lý, vậy giả sử sai nên .
	1,0

	
	

b) Bằng phép quy nạp đơn giản, ta nhận thấy rằng với mọi   và 


	1,0

	
	
Suy ra 

với 
	1,0

	
	



Giả sử  nguyên tố thỏa mãn hai điều kiện  và  chia hết cho .



Nếu  thì  (vô lý). Vậy .
	1,0



------------------HẾT-------------------
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