	BỘ GIÁO DỤC VÀ ĐÀO TẠO
TRƯỜNG ĐẠI HỌC VINH


ĐỀ CHÍNH THỨC
	KỲ THI CHỌN ĐỘI TUYỂN 
DỰ THI HỌC SINH GIỎI QUỐC GIA THPT 
NĂM HỌC 2022 - 2023

	Môn: TOÁN
	Thời gian: 180 phút (không kể thời gian giao đề)
	Ngày thi thứ nhất




Bài 1 (5,0 điểm). Tìm tất cả các hàm số  thỏa mãn điều kiện




với mọi các số thực dương  và  


Bài 2 (5,0 điểm). Cho dãy số  xác định bởi công thức 


 Xác định công thức tổng quát của dãy số 


 Tính 














Bài 3 (5,0 điểm). Cho đường tròn  có đường kính  Điểm  thuộc bán kính  Hai dây cung  đi qua   thuộc cung nhỏ  Gọi  là giao điểm của  và   là giao điểm  và  






 Gọi  là giao điểm của  với  Chứng minh rằng  là tia phân giác của 





 Khi  là giao điểm thứ hai của  và  chứng minh rằng  tiếp xúc với  



     đường tròn  trong đó  là trung điểm của 


Bài 4 (5,0 điểm). Trong một câu lạc bộ học thuật có  thành viên, mỗi người quen với ít nhất  người khác (trong đó quan hệ quen biết là hai chiều).


 Chứng minh rằng tồn tại  thành viên đôi một quen nhau.

 Chứng minh rằng tồn tại ít nhất một thành viên có số người quen là số chẵn.



 Hỏi có thể xảy ra trường hợp  thành viên bất kỳ trong câu lạc bộ đều có không quá  
      người quen chung hay không?
----------------- Hết -----------------
Ghi chú:	 Thí sinh không được sử dụng tài liệu và máy tính cầm tay!
		 Cán bộ coi thi không được giải thích gì thêm!
Họ và tên thí sinh: ……………………………..……………. Số báo danh: ………..…………….

	
BỘ GIÁO DỤC VÀ ĐÀO TẠO
TRƯỜNG ĐẠI HỌC VINH


ĐÁP ÁN CHÍNH THỨC
	KỲ THI CHỌN ĐỘI TUYỂN 
DỰ THI HỌC SINH GIỎI QUỐC GIA THPT 
NĂM HỌC 2022 - 2023

	Môn: TOÁN
	Thời gian: 180 phút (không kể thời gian giao đề)
	Ngày thi thứ nhất




Bài 1 (5,0 điểm). Tìm tất cả các hàm số  thỏa mãn điều kiện




với mọi các số thực dương  và  


Lời giải. Thay  bởi , phương trình đã cho trở thành


 


Đặt   ta được  





Trong phương trình này, lấy   ta được  từ đó ta có  hoặc 


1. Xét trường hợp  Lúc này, với mọi  ta có



Vậy, trong trường hợp này ta được  Thử lại thỏa mãn.


2. Xét trường hợp  Lúc này, với mọi  ta có:


dẫn đến



Suy ra, trong trường hợp này Thử lại thỏa mãn.


Vậy, nghiệm của bài toán là  và 



Bài 2 (5,0 điểm). Cho dãy số  xác định bởi công thức 


 Xác định công thức tổng quát của dãy số 


 Tính 




Lời giải.  Ta có  Từ giả thiết suy ra  với 


Thay  bởi  ta được


Cộng các đẳng thức trên vế theo vế và thu gọn ta được 



Đặt  Ta có








 Ta có 







Lại có  nên  Suy ra 














Bài 3 (5,0 điểm). Cho đường tròn  có đường kính  Điểm  thuộc bán kính  Hai dây cung  đi qua   thuộc cung nhỏ  Gọi  là giao điểm của  và   là giao điểm  và  






 Gọi  là giao điểm của  với  Chứng minh rằng  là tia phân giác của 





 Khi  là giao điểm thứ hai của  và  chứng minh rằng  tiếp xúc với  



     đường tròn  trong đó  là trung điểm của 







Lời giải:  Gọi  là giao điểm của  và  Trong tam giác  có các đường đồng quy là  nên 






Lại có  nên  là tia phân giác của 
[image: ]









 Ta có  là trực tâm của tam giác  Ta có  là điểm Miquel của tứ giác toàn phần nội tiếp  nên  thẳng hàng và  Suy ra các điểm  đồng viên và  thẳng hàng.








Theo tính chất điểm Miquel thì  hay  có cùng phương tích với  và  Mà  vuông góc với đường nối tâm của hai đường tròn này nên  là trục đẳng phương của  và 
[image: ]



Suy ra  đồng quy tại tâm đẳng phương của ba đường tròn  Suy ra  thẳng hàng.

Do đó  


Suy ra  tiếp xúc với  


Bài 4 (5,0 điểm). Trong một câu lạc bộ học thuật có  thành viên, mỗi người quen với ít nhất  người khác (trong đó quan hệ quen biết là hai chiều).


 Chứng minh rằng tồn tại  thành viên đôi một quen nhau.

 Chứng minh rằng tồn tại ít nhất một thành viên có số người quen là số chẵn.



 Hỏi có thể xảy ra trường hợp  thành viên bất kỳ trong câu lạc bộ đều có không quá  
      người quen chung hay không?








Lời giải.  Xét hai người  quen nhau và gọi  là tập hợp người quen của  không tính ; gọi  là tập hợp người quen của  không tính  


Theo giả thiết thì , mặt khác  nên rõ ràng

,



điều này chứng tỏ  có người quen chung, đặt là  Suy ra  đôi một quen nhau.



 Gọi  là số người quen của các thành viên thứ . Ta thấy rằng



chính là tổng số lượt quen nhau của tất cả các thành viên. Mặt khác, mỗi cặp quen nhau thì đóng góp  đơn vị vào tổng đó (do người này tính người kia là người quen, và ngược lại) nên tổng số lượt quen nhau phải luôn chẵn.


Từ đó suy ra trong  số  ở trên, phải có ít nhất một số chẵn.





Giả sử rằng khẳng định là đúng. Ta đếm số lượng  gồm các bộ  sao cho thành viên  cùng quen  
· 


Đếm theo  ta thấy mỗi thành viên quen ít nhất  người nên .
· 


Đếm theo  theo giả sử ở trên thì mỗi bộ ba có không quá  người quen chung nên .
Từ đó ta có 


bất đẳng cuối là sai nên điều giả sử ban đầu cũng sai. Do đó, câu trả lời là phủ định.
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