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	   Môn thi: TOÁN   
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ĐÁP ÁN, HƯỚNG DẪN CHẤM 
ĐỀ CHÍNH THỨC

LƯU Ý CHUNG:
- Hướng dẫn chấm chỉ trình bày một cách giải với những ý cơ bản phải có. Khi chấm bài học sinh làm theo cách khác nếu đúng và đủ ý thì vẫn cho điểm tối đa.
- Điểm toàn bài tính đến 0,25 và không làm tròn.
- Với bài hình học nếu thí sinh không vẽ hình phần nào thì không cho điểm tương ứng với phần đó.
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(4.0 điểm)
	

[bookmark: MTBlankEqn]Câu 1. (4.0 điểm)  Với  là số thực, xét hàm số  thỏa mãn 


 với mọi  



a) Khi  và giả sử tồn tại  là hàm đơn ánh. Tìm hàm số ? 



b) Chứng minh với  nếu  thì  

	
	

a) Cho  ta có ngay  nên


	0.5

	
	

Do tính đơn ánh nên tồn tại số thực  để có . Từ đó


	0.5

	
	Thay vào giả thiết thì:

 


Điều này đúng với mọi  nên phải có . 

Vậy hàm số 
	0.5

	
	
Thử lại, ta có hàm số  thoả yêu cầu bài toán.
	0.5

	
	


b) Với  ta có  với mọi   (*)


Trong (*), thay  ta có  hay 




Trong đẳng thức trên, thay  thì  nên ta có

                  .		              (1)
	

0.5



	
	



Từ đó cho  thì được  cho  thì được  


Trong (*), thay  thì được 		  (2)



Trong (*), thay  thì được . Thay  

				.                        (3)
	0.5

	
	


Trong (*), thay  thì được . Thay  

         .	            (4)



Trong (*), thay  thì được  Cho  

.
	0.5

	
	
Kết hợp với (2), (3), ta có . Kết hợp với (4), suy ra




hay , chứng tỏ  là hàm số lẻ. Kết hợp với (1) ta được 


 hay 



Vậy nên khi  nếu  sẽ kéo theo  
	0.5

	2
(5.0 điểm)
	

Câu 2. (5.0 điểm) Cho dãy số  xác định bởi  

a) Chứng minh dãy  có giới hạn hữu hạn và tìm giới hạn đó.


b) Đặt . Tìm 

	
	

a) Ta chứng minh bằng quy nạp theo ,  dãy  bị chặn trên bởi 1 và là một dãy tăng. 



+) Ta có  Giả sử ,  


Hàm số   là đồng biến trên khoảng 
	0.5

	
	



Vậy với mọi 
	  0.5

	
	





+) Ta có . Giả sử  Do  và là đồng biến trên khoảng  nên 

 Vậy dãy  tăng và bị chặn trên nên có giới hạn hữu hạn. 
	1.0

	
	


+) Đặt  Suy ra     Vậy 
	1.0

	
	
b) Ta có 
	0.5

	
	
          
	0.5

	
	
          

             
	0.5

	
	
Suy ra 
	0.5

	3
(4.0 điểm)
	














[bookmark: _GoBack]Câu 3. (4.0 điểm) Cho tam giác ABC nhọn  nội tiếp đường tròn  cố định.  cố định và A thay đổi. Gọi  lần lượt là hình chiếu của trên  và  H là trực tâm tam giác ABC. Giả sử các điểm  lần lượt nằm trên cạnh  và sao cho . Gọi T là hình chiếu vuông góc của  trên  và  là trung điểm của 


a) Chứng minh các tứ giácvà  nội tiếp cùng một đường tròn.

b) Chứng minh đường thẳng  luôn đi qua một điểm cố định khi A thay đổi.

	
	[image: ]
a) Ta có



Suy ra tứ giác  nội tiếp. 
	













1.0

	
	

Ta có  nằm trên đường tròn đường kính .





Mặt khác, tứ giác  nội tiếp nên phân giác của các góc  và  vuông góc với nhau, mà các phân giác này lần lượt vuông góc với  nên .
	0.5

	
	

Suy ra , ta thu được . 


Vậy tứ giác  nội tiếp đường tròn đường kính .
	0.5

	
	[image: ]
b) CÁCH 1






Gọi cắt  tại  cắt  tại  Ta có


  và 




Suy ra tứ giác  nội tiếp đường tròn có tâm là  Do đó  nằm trên đường trung trực của đoạn   
	

	
	
Mặt khác 


 không đổi nên  cố định.
	

	
	


Có  nên 





Do đó  nên  suy ra tứ giác  nội tiếp.
	

	
	










Ta có  đồng quy tại (tâm đẳng phương) nên  là tứ giác toàn phần, cắt tại nên hay mà  Vậy  luôn đi qua  cố định.
	

	
	[image: ]
b) CÁCH 2











Gọi  là trung điểm của  là đường kính của .  lần lượt cắt  tại . Kẻ  là điểm liên hợp đẳng giác của  trong tam giác .

Ta có 





Mà  không đổi, đồng thời  cùng phía với  bờ  nên  cố định.
	















0.5

	
	





Do  nằm trên trung trực của  nên . Ta thu được  cùng nằm trên đường tròn pedal của cặp  trong tam giác .






Mà  nên  là phân giác của , suy ra  là phân giác ngoài của . Suy ra .
	0.5

	
	








Lại có  đối xứng với  qua  nên nếu kẻ  thì  cùng thuộc đường tròn tâm . Suy ra  đẳng giác trong . Từ đó  thẳng hàng.
	0.5

	
	





Ta có  là trung điểm của  thuộc đường tròn  và  nên  hay .








Gọi  là điểm đối xứng với  qua . Ta có  là trung điểm của  nên  thẳng hàng. Vậy  luôn đi qua  cố định.
	0.5

	







4
(3.0 điểm)
	




Câu 4. (3.0 điểm) Cho đa thức hệ số thực  có  nghiệm thực phân biệt  với  thoả mãn 


a) Biết  và  chứng minh đa thức luôn tồn tại hai nghiệm trái dấu.





b) Xét đa thức hệ số thực  bậc  có đúng 1 nghiệm trên mỗi khoảng  với  Chứng minh đa thức  không có nghiệm thực.

	
	

a) Từ giả thiết  nên tất cả các  



Do các là nghiệm của  nên là nghiệm đa thức     

                       
	0.5

	
	
Theo định lí Viet ta được : 
	0.5

	
	Rõ ràng luôn tồn tại hai nghiệm trái dấu.
	0.5

	
	
Gọi  

   và .

  Theo giả thiết ta có: . 


Xét hàm số  xác định trên . 





Ta có  có  nghiệm thực  thì  không thể là nghiệm của .






Xét các đa thức  , hiển nhiên  phân biệt, , khi đó tồn tại  sao cho .
	0.5

	
	Khi đó

 .






Khi đó  luôn cùng dấu với , do các nghiệm của  thỏa mãn  nên dựa vào nhận xét trên và cách xác định  ta kết luận các  phải cùng dấu. 
	

0.5

	
	Lúc này, chỉ cần xét



  không thể bằng 

mà , từ đó có đpcm.
	0.5
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(4.0 điểm)













	Câu 5. (4.0 điểm) Cuối năm học 2023 - 2024, thầy Tú thưởng 209 quyển vở giống nhau cho 8 em học sinh đạt giải môn Toán trong Kỳ thi học sinh giỏi quốc gia, biết rằng em nào cũng có nhận được vở.
a) Đếm số cách tặng vở sao cho không có em nào có số lượng vở chia hết cho 3.
b) Giả sử số vở của 3 em bất kỳ có tích là số chính phương, hỏi có ít nhất bao nhiêu em học sinh nhận được số quyển vở là số chẵn?

	
	


a) Gọi  là số vở của các em học sinh thì  và 





Với , đặt  trong đó  và . Tính tổng các số này thì .
	0.5

	
	

Mặt khác,  nên tổng các số dư thuộcTa xét các trường hợp sau:
· 




Nếu  thì  hay  và  Theo bài toán chia kẹo Euler thì số cách chia vở là .
	0.5

	
	








Nếu  thì  ta tính được trong các số  sẽ có  số bằng  và  số là . Ta cũng có  nên số cách chia vở là .
· 








Nếu  thì  ta tính được trong các số  sẽ có  số bằng  và  số là . Ta cũng có  nên số cách chia vở là .
	0.5

	
	
Đáp số cần tìm là 
	0.5

	
	



b) Theo giả thiết thì  và  là số chính phương nên  cũng chính phương, từ đó suy ra  là số chính phương. Thực hiện tương tự với các cặp số khác thì suy ra tích hai số bất kỳ trong đó cũng đều là số chính phương.
	0.5

	
	






Dễ thấy rằng  là số nguyên tố nên  không có ước nguyên tố chung. Ta sẽ chứng minh rằng tất cả  số này đều chính phương. Bây giờ phản chứng rằng có một số không chính phương, có thể giả sử là . Khi đó,  với  là số square-free và 
	0.5

	
	






Dễ thấy rằng  là số nguyên tố nên  không có ước nguyên tố chung. Ta sẽ chứng minh rằng tất cả  số này đều chính phương. Bây giờ phản chứng rằng có một số không chính phương, có thể giả sử là . Khi đó,  với  là số square-free và 
	0.5

	
	









Vì tổng của  số đã cho là lẻ nên phải có lẻ số lẻ và lẻ số chẵn. Nếu có  số chẵn thì còn  số lẻ, nhưng các số đó đều chính phương nên chia  dư , kéo theo tổng của số chia  dư  Tuy nhiên,  không thỏa mãn. Vì thế nên có ít nhất  số chẵn.


Ta có thể lấy ví dụ như sau:  tổng các số này vừa đúng là 

Vậy nên có ít nhất  em học sinh nhận được chẵn quyển vở.
	


0.5


----HẾT----
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