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Câu 1 (4,0 điểm)  Cho dãy số  xác định bởi  

Chứng minh rằng dãy số  có giới hạn hữu hạn và tìm giới hạn đó.

Câu 2 (4,0 điểm)  Cho hàm số  thỏa mãn điều kiện


a) 
Chứng minh rằng  
b) 
Tìm tất cả các hàm số  thỏa mãn điều kiện trên.











Câu 3 (4,0 điểm) Cho hình thang cân  với  Gọi  là trung điểm của . Tiếp tuyến tại  của đường tròn ngoại tiếp tam giác  cắt tiếp tuyến tại  của đường tròn ngoại tiếp tam giác  tại điểm  Chứng minh rằng  là tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp tam giác 




Câu 4 (4,0 điểm) Cho số nguyên  với . Ta viết mỗi số của tập  bởi một trong hai màu đen hoặc đỏ sao cho với mọi ta có hai điều kiện sau thỏa mãn:


1) Hai số  và  được viết cùng màu.




[bookmark: _GoBack]2) Hai số  và  cũng được viết cùng màu (với mọi số nguyên dương  nguyên tố cùng nhau với 

Chứng minh rằng tất cả các số của tập  đều được viết cùng màu.
Câu 5 (4,0 điểm)
 Cho các số thực a, b, c > 0. Tìm tất cả các số thực k sao cho 



------------ Hết ------------
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	UBND TỈNH BẮC NINH
SỞ GIÁO DỤC VÀ ĐÀO TẠO
	HƯỚNG DẪN CHẤM
ĐỀ CHỌN ĐỘI TUYỂN
DỰ THI HỌC SINH GIỎI QUỐC GIA NĂM 2022
Môn thi: Toán 
 (Hướng dẫn chấm có ... trang)


	Câu
	Đáp án
	Điểm

	1
	
Cho dãy số  

Chứng minh rằng dãy  có giới hạn hữu hạn và tìm giới hạn đó.
	4,0

	
	
Ta có  
	0,5

	
	
Ta có  

Như vậy  
	1,0

	
	
Dùng QN chứng minh   (*)
n=1 ta có (*) đúng

GS (*) đúng đến n=k, tức là   

Ta cần chứng minh  ((1)



Với mỗi  ta có hàm  là hàm đồng biến trên  

Nên 


Để chứng minh (1) ta chỉ cần chứng minh  (luôn đúng với mọi  )



Vậy  hay  mà  


Từ đó suy ra  nên 

	2,5

	2
	
Cho hàm số  thỏa mãn điều kiện


c) 
Chứng minh rằng  
d) 
Tìm tất cả các hàm  thỏa mãn.
	4,0

	
	
a)  Dễ thấy  
	1,0

	
	
b) Gs  Không mttq gs a>b

 Thay y bởi a và y bởi b vào (1) ta đc 

QN  dần đến + vô cùng (nếu c>0) Mâu thuẫn. Vậy c=0 nên f đơn ánh
	1,0

	
	
Thay x bởi x-y ta đc 


Cố định y bằng   đặt  

Khi đó  
Từ (1) thay y bởi y+a khi đó

 
	1,0

	
	
Mà f đơn ánh nên  

Vậy  

Thử lại  luôn đúng với mọi x,y
Vậy f(x)=2x
	1,0

	
	
	

	3
	










Cho hình thang cân  với  Gọi  là trung điểm của . Tiếp tuyến tại  của đường tròn ngoại tiếp tam giác  cắt tiếp tuyến tại  của đường tròn ngoại tiếp tam giác  tại điểm  Chứng minh rằng  là tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp tam giác 
	4,0

	
	[image: ]



Nhận xét: do tính đối xứng nên hai đường tròn  đi qua trung điểm  của  	
	0,5

	
	

Gọi  là trung điểm của 







Tiếp tuyến tại  của  cắt tiếp tuyến tại  của  tại  là tia đối của tia  

	0,5

	
	
Ta đi chứng minh 							






Ta có  mà  là trung điểm của  nên  là đường đối trung của tam giác  tại đỉnh 





Lại có  là tiếp tuyến tại  của  suy ra  cũng là tiếp tuyến của  		(1)
	1,0

	
	









Tương tự ta có  mà  là trung điểm của  suy ra  là đường đối trung của tam giác  tại đỉnh , lại có  là tiếp tuyến của   suy ra  cũng là tiếp tuyến của 	(2)	
	1,0


	
	





Từ (1) và (2) ta suy ra  là giao điểm của tiếp tuyến tại  của đường tròn ngoại tiếp tam giác  và tiếp tuyến tại  của đường tròn ngoại tiếp tam giác , do đó .


Do đó  là tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp tam giác .   (ĐPCM)
	1,0

	4
	



Cho số nguyên  với . Ta viết mỗi số của tập  bởi một trong hai màu đen hoặc đỏ sao cho với mọi ta có hai điều kiện sau thỏa mãn:


1) Hai số  và  được viết cùng màu.




2) Hai số  và  cũng được viết cùng màu (với mọi  nguyên tố cùng nhau với ).

Chứng minh rằng tất cả các số của tập  đều được viết cùng màu.
	4,0

	
	

Kí hiệu  nếu hai số  cùng màu.


Xét một số  bất kì thỏa mãn .



*  Trước hết ta chứng minh: nếu hai số phân biệt  thỏa mãn  thì (*)



Thật vậy, chẳng hạn coi , khi đó ta có  với  nguyên dương.

Khi đó áp dụng 2) liên tiếp ta được 
	1,0

	
	








Bây giờ, ta có thể coi màu của số nguyên dương  chính là màu của (nếu chia hết cho ) và là màu của (kí hiệu  là số dư của  trong phép chia cho ) ngay cả khi .
	1,0

	
	





* Xét số  bất kì mà . Theo 2) ta có , theo 1) lại có. Theo (*) ta có . Từ đó ta được 

Và tiếp tục .
	1,0

	
	



Đế ý  nên dãy các số trên lập thành hệ thặng dư đầy đủ . Do đó ta có số dư của chúng khi chia cho m cùng màu hay . Suy ra mọi số trong tập  đều có cùng màu. (đpcm)
	1,0

	5
	
Câu 5. Cho a, b, c > 0. Tìm tất cả các số thực k sao cho 

	4.0

	
	
Cho a = b = 1, bất đẳng thức dã cho trở thành: 


Đến đây cho c 0 ta thấy bất đẳng thức chỉ đúng nếu 4k2 + 2k – 1  0 
	1,0

	
	
Ta sẽ chứng minh rằng nghiệm của bất phương trình này chính là tập hợp tất cả các giá trị của k thỏa mãn yêu cầu bài toán, tức là chứng minh với 4k2 + 2k - 1  0 thì 







Thật vậy, đặt x = , y = , z = và bất đẳng thức trên được viết lại thành (2k + x)(2k + y)(2k + z)  (2k + 1)3
	0,5

	
	
Bây giờ áp dụng bất đẳng thức AM-GM ta dễ thấy xyz  1 
	0,5

	
	

Ta chứng minh x + y + z  xy + yz + zx   (1)  hay 
Áp dụng bất đẳng thức AM-GM ta có: 


Do đó (1) được chứng minh.
	1,0

	
	

Áp dụng (1) ta được (2k + x)(2k + y)(2k + z) = 8k3 + 4k2(x + y + z) + 2k(xy + yz + zx) + xyz  8k3 + 4k2(xy + yz + zx) + 2k(xy + yz + zx) + xyz = 8k3 + (4k2 + 2k)(4 – xyz) + xyz = 8k3 + 16k2 + 8k – (4k2 + 2k – 1)xyz  8k3 + 16k2 + 8k – (4k2 + 2k – 1) = (2k + 1)3 

Như vậy phép chứng minh được hoàn tất.Điều này chứng tỏ rằng khẳng định ở trên là đúng tức là tập hợp tất cả các giá trị cần tìm của k chính là nghiệm của bất phương trình 4k2 + 2k – 1 0.
	1,0



---------------Hết---------------
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