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Câu 1: (5 điểm). 

Xét  thỏa mãn hệ phương trình đồng dư  



a) Chứng minh rằng hệ phương trình có vô hạn nghiệm 

b) Giả sử  Tìm tất cả các nghiệm của hệ phương trình đó.
Câu 2: (5 điểm). 



Với mỗi  xét hàm số  với 



 Chứng minh rằng hàm  đạt giá trị nhỏ nhất tại một điểm  duy nhất.




 Gọi  là giá trị nhỏ nhất của hàmChứng minh rằng dãy có giới hạn hữu hạn. 
Câu 3: (5 điểm). 

Trên một vòng đua hình tròn có n – xe đua () có mức tiêu thụ xăng như nhau. Biết rằng tổng số xăng của các xe đủ để 1 xe chạy được một vòng đường đua. Chứng minh rằng có thể xuất phát từ một xe nào đó chạy đến xe kế tiếp sau đó dồn số xăng xe đã chạy còn lại cho xe kế tiếp đến hết một vòng đường đua.
Câu 4: (5 điểm). 












Cho tam giác  nhọn nội tiếp đường tròn  có  cố định và  thay đổi trên .  là trung điểm .  là các đường cao của tam giác . Hai đường tròn  và  cắt nhau tại điểm thứ hai là .

a) Chứng minh rằng  luôn thuộc đường tròn cố định.











b) Lấy  trên  sao cho  và  khác phía với . Các đường thẳng  cắt lại đường tròn  lần lượt tại . Gọi  là trung điểm . Chứng minh rằng đường tròn  luôn đi qua điểm cố định.
---------------HẾT---------------
Thí sinh không được sử dụng tài liệu và máy tính. Cán bộ coi thi không giải thích gì thêm.
HƯỚNG DẪN CHẤM 
(Hướng dẫn chấm thi gồm 05 trang)
I. Hướng dẫn chung
1. Thí sinh làm bài không theo cách nêu trong đáp án nhưng đúng thì vẫn cho đủ điểm số từng phần như Hướng dẫn chấm thi quy định Tổ chấm thảo luận và thống nhất thang điểm chấm cho những bài có cách giải khác với đáp án trong Hướng dẫn chấm thi và ghi thành biên bản chấm thi.
2. Việc chi tiết hóa điểm số trong từng câu (nếu có) trong Hướng dẫn chấm thi thì phải bảo đảm không làm sai lệch Hướng dẫn chấm thi và phải được thống nhất thông qua biên bản của Tổ chấm.
3. Điểm từng câu và toàn bài không làm tròn (tính đến 0,25 điểm).
II Đáp án và thang điểm
	Câu
	Nội dung
	Điểm

	Câu 1
(3 điểm)
	
Xét  thỏa mãn hệ phương trình đồng dư  



a) Chứng minh rằng hệ phương trình có vô hạn nghiệm 

b) Giả sử  Tìm tất cả các nghiệm của hệ phương trình đó.

	
	

a) Với  thì  là nghiệm của hệ phương trình.
	1,0

	
	



b) Nếu  thì  (mod ). Suy ra  Mâu thuẫn với giả thiết.


Vậy  Tương tự thì 
	0,5

	
	







Nếu  chẵn thì từ  (mod ) suy ra cả  và  đều chẵn, suy ra  (vô lý). Vì vậy  lẻ. Tương tự  lẻ.
	0,5

	
	Ta có 




Suy ra  hay 
	0,5

	
	




Nếu  thì  và  Vì vậy 


	1,0

	
	


Do đó  và  trở thành .



Nếu  thì và 
	1,0

	
	


Vậy  và  trở thành 

Vậy  là nghiệm của hệ phương trình đã cho.
	0,5

	Câu 2:
 (5 điểm)
	


Với mỗi  xét hàm số  với 


a). Chứng minh rằng hàm  đạt giá trị nhỏ nhất tại một điểm  duy nhất.



b). Gọi  là giá trị nhỏ nhất của hàmChứng minh rằng dãy có giới hạn hữu hạn. 

	
	
 Trước hết ta có các nhận xét:


Với  thì 


Với  suy ra 


Với  thì 
	0,5

	
	

Mặt khác  suy ra  


Ta chỉ cần xét  trên  
	0,75

	
	
Ta có 	


, với mọi 


Suy ra  đồng biến trên 
	0,75

	
	









Mặt khác ,  và  liên tục nên phương trình  có nghiệm duy nhất  đồng thời  đổi dấu từ âm sang dương khi  qua  do đó hàm  đạt giá trị nhỏ nhất tại  duy nhất, đpcm.
	1,0

	
	

 Ta có 


Với  ta có 


Từ đó suy ra với mọi 

Do đó là dãy giảm.
	1,0

	
	


Mặt khác  với mọi  nên  bị chặn.
	0,5

	
	
Vậy là dãy giảm và bị chặn nên có giới hạn hữu hạn, đpcm.
	0,5

	Câu 3: 
(5 điểm)  
	
Trên một vòng đua hình tròn có n – xe đua () có mức tiêu thụ xăng như nhau. Biết rằng tổng số xăng của các xe đủ để 1 xe chạy được một vòng đường đua. Chứng minh rằng có thể xuất phát từ một xe nào đó chạy đến xe kế tiếp sau đó dồn số xăng xe đã chạy còn lại cho xe kế tiếp đến hết một vòng đường đua.

	
	Với n = 2: ta có hai xe trên đường đua. Khi đó phải tồn tại một xe đủ số xăng để chạy đến xe còn lại. Nếu trái lại thì tổng số xăng không đủ chạy một vòng đường đua. 
Khi đó ta dồn số xăng cho xe còn lại. Số xăng ấy phải chạy đủ cho quãng đường còn lại.
Suy ra bài toán đúng với n = 2.
	1,5

	
	

Giả sử bài toán đúng với n = k ( ). Ta chứng minh bài toán đúng với 


Tức là trên đường đua ta có  xe và tổng số xăng của  đủ để duy chuyển một vòng đường đua.
	1,0

	
	




Khi đó trong  phải tồn tại một xe có đủ xăng để duy chuyển đến xe kế tiếp.(vì nếu trái lại thì số xăng không đủ chạy một vòng đường đua). Giả sử xe  di chuyển đến xe  theo chiều kim đồng hồ. Ta loại đi xe  ra khỏi đường đua và dồn hết xăng cho xe ( Ta xem hai xe này là một bằng cách nối hai xe này lại). 
	1,5

	
	Khi đó trên đường đua có k – xe và tổng số xăng đủ di chuyển một vòng. Theo giả thiết quy nạp thì tồn tại một cách duy chuyển thỏa yêu cầu
	1,0

	Câu 4:
(5 điểm)
	











Cho tam giác  nhọn nội tiếp đường tròn  có  cố định và  thay đổi trên .  là trung điểm .  là các đường cao của tam giác . Hai đường tròn  và  cắt nhau tại điểm thứ hai là .

a) Chứng minh rằng  luôn thuộc đường tròn cố định.











b) Lấy  trên  sao cho  và  khác phía với . Các đường thẳng  cắt lại đường tròn  lần lượt tại . Gọi  là trung điểm . Chứng minh rằng đường tròn  luôn đi qua điểm cố định.

	
	[image: ]
	

	
	



a) Gọi  là trực tâm . Khi đó  (vì  nội tiếp) (1)
	0,5

	
	



Tứ giác  nội tiếp đường tròn đường kính  nên . Suy ra .

Do đó ta có   (2)
	1,0

	
	


Từ (1) và (2) suy ra . Vậy  thuộc đường tròn .




Hơn nữa  đối xứng với  qua  nên  cố định.
	0,5

	
	



b) Ta có  (do  nội tiếp) hay  , suy ra .






Gọi  đối xứng với  qua  thì  là hình bình hành nên . Do đó .
	1,0

	
	











Vì , ,  nên  và  đối xứng nhau qua .  có đường trung tuyến  nên , dẫn đến  hay  là đường đối trung của .








Gọi tiếp tuyến tại  và  của  cắt nhau tại  thì , khi đó  nên  là tâm .
	1,0

	
	




Lại có . Do đó , suy ra tâm  là trung điểm , hay .





Hơn nữa  có đường kính là , mà  nên  đi qua  cố định.
	1,0


---------------HẾT---------------
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