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[bookmark: MTBlankEqn]Bài 1 (4,0 điểm). a) Cho hai dãy số  được xác định như sau: 



Chứng minh rằng dãy số  có giới hạn hữu hạn.


b) Cho  là một số thực cho trước và dãy số  được xác định như sau:




Chứng minh rằng dãy số  xác định với mọi có giới hạn hữu hạn và tìm giới hạn đó.


Bài 2 (4,0 điểm). Cho  là các số không âm thoả mãn  (*).

a) Chứng minh rằng 



b) Tìm số thực  nhỏ nhất sao cho bất đẳng thức  đúng với mọi bộ số không âm  thoả mãn điều kiện (*).





Bài 3 (3,0 điểm). Cho  là số nguyên dương lớn hơn  Kí hiệu  là ước nguyên tố lớn nhất của 





a) Chứng minh rằng nếu  là lũy thừa của  và  chia hết cho  thì 











b) Hai số nguyên tố phân biệt  được gọi là xa lạ nếu không tồn tại số nguyên dương  lớn hơn  để hai tập hợp  và  trùng nhau. Chứng minh rằng nếu  là hai số nguyên tố lẻ sao cho  thì  là hai số xa lạ  và có vô hạn cặp số nguyên tố  sao cho và hai số  là xa lạ.















Bài 4 (6,0 điểm). Cho tam giác  nhọn và cân tại đỉnh  Gọi  và  lần lượt là trung điểm của  và  là trung điểm của  Đường tròn ngoại tiếp tam giác  cắt cạnh  tại điểm  Tiếp tuyến tại  và của đường tròn ngoại tiếp tam giáccắt nhau tại





a) Đường thẳng  cắt tiếp tuyến tại  của đường tròn ngoại tiếp tam giác ở điểm  Chứng minh rằng thẳng hàng.


b) Chứng minh rằng điểm  nằm trên đường thẳng 









Bài 5 (3,0 điểm). Cho số nguyên dương , số nguyên dương  được gọi là  nếu với mọi cách tô màu mỗi số nguyên dương  bởi một trong hai màu xanh hoặc đỏ thì ta luôn chọn được  số cùng màu (không nhất thiết phân biệt) sao cho tổng của  số này cũng nằm trong tập hợp  và cùng màu với  số vừa chọn. 

a) Tìm số  nhỏ nhất.

b) Tìm số  nhỏ nhất.

---------- Hết ----------
Thí sinh không được sử dụng tài liệu và máy tính cầm tay. Cán bộ coi thi không giải thích gì thêm.
Họ và tên thí sinh:………………………………………….…............. Số báo danh:…………….
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	KỲ THI CHỌN HỌC SINH GIỎI LỚP 12 THPT CHUYÊN
NĂM HỌC 2023-2024
HƯỚNG DẪN CHẤM MÔN: TOÁN HỌC
(Hướng dẫn chấm gồm 06 trang)


I) Hướng dẫn chung:
1) Hướng dẫn chấm chỉ nêu một cách làm với những ý cơ bản, nếu thí sinh làm bài không theo cách nêu trong hướng dẫn chấm nhưng vẫn đúng thì cho đủ số điểm từng phần như thang điểm quy định (Lưu ý: Thí sinh phải diễn đạt mạch lạc, logic, thể hiện rõ tư duy giải quyết vấn đề,… mới cho điểm tối đa).
2) Việc chi tiết hoá thang điểm (nếu có) trong hướng dẫn chấm phải đảm bảo không làm sai lệch hướng dẫn chấm và phải được thống nhất thực hiện với tất cả giám khảo.
3) Điểm toàn bài tính đến 0,5 điểm. Sau khi cộng điểm toàn bài, giữ nguyên kết quả.
4) Với bài hình học nếu thí sinh không vẽ hình phần nào thì không cho điểm phần đó.

II) Đáp án và thang điểm:


Bài 1 (4,0 điểm). a) Cho hai dãy số  được xác định như sau: 



Chứng minh rằng dãy số  có giới hạn hữu hạn.


b) Xét  là một số thực cho trước và dãy số  được xác định như sau:




Chứng minh rằng dãy số  xác định với mọi số  có giới hạn hữu hạn và tìm giới hạn đó.

	Bài
	Nội dung trình bày
	Điểm

	1a
	
Cho hai dãy số  được xác định như sau: 



Chứng minh rằng dãy số  có giới hạn hữu hạn.
	2,0

	
	

Ta chứng minh bằng quy nạp theo  công thức 


Với  đẳng thức  đúng.




Giả sử đẳng thức  đúng với , ta chứng minh đẳng thức  cũng đúng với 
	0,5

	
	
Theo giả thiết quy nạp ta có  suy ra 






Do đó đẳng thức  cũng đúng với  Do đó  đúng với mọi 
	0,5

	
	
Ta có với mỗi số nguyên dương 
	0,5

	
	

Suy ra  với mọi 



Do đó dãy  bị chặn trên bởi 2, kết hợp với dãy  tăng suy ra dãy  có giới hạn hữu hạn.
	0,5

	1b
	

Xét  là một số thực cho trước và dãy số  được xác định như sau:




Chứng minh rằng dãy số  xác định với mọi số  có giới hạn hữu hạn và tìm giới hạn đó.
	2,0

	
	






Do  nên bằng quy nạp ta được  với mọi  Do đó dãy số  được xác định với mọi 
	0,5

	
	

	0,5

	
	

Từ đẳng thức trên ta được  là cấp số cộng suy ra 
	0,5

	
	

Suy ra  Vậy 
	0,5





Bài 2 (4,0 điểm). Cho  là các số không âm thoả mãn  (*).

a) Chứng minh rằng .



b) Tìm số thực  nhỏ nhất sao cho bất đẳng thức  đúng với mọi bộ số không âm  thoả mãn điều kiện (*).

	Bài
	Nội dung trình bày
	Điểm

	2a
	
Chứng minh rằng 
	2,5

	
	
Áp dụng bất đẳng thức Cauchy- Schwarz ta được 
	1,0

	
	
Suy ra 

Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi 
	1,0

	2b
	


Tìm số thực  nhỏ nhất sao cho bất đẳng thức  đúng với mọi bộ số không âm  thoả mãn điều kiện (*).
	1,5

	
	

Chọn bộ  thoả mãn (*) ta được 

Ta chứng minh bất đẳng thức đúng với , tức là cần chứng minh 


	0,5

	
	
Đặt . Biến đổi giả thiết (*) ta được:



Suy ra 
	0,5

	
	
Nếu  và ta có ngay điều phải chứng minh.
	0,5

	
	

Nếu : Biến đổi giả thiết thành  Áp dụng bất đẳng thức Cauchy- Schwarz ta được






Ta cần chứng minh , điều này tương đương  bất đẳng thức này đúng. Vậy giá trị nhỏ nhất của  bằng 
	







Bài 3 (3,0 điểm). Cho  là số nguyên dương lớn hơn . Kí hiệu  là ước nguyên tố lớn nhất của .





a) Chứng minh rằng nếu  là lũy thừa của , và  chia hết cho  thì 











b) Hai số nguyên tố phân biệt  được gọi là xa lạ nếu không tồn tại số nguyên dương  lớn hơn  để hai tập hợp  và  trùng nhau. Chứng minh rằng nếu  là hai số nguyên tố lẻ sao cho  thì  là hai số xa lạ  và có vô hạn cặp số nguyên tố  sao cho và hai số là xa lạ.

	Bài
	Nội dung trình bày
	Điểm

	3a
	




Chứng minh rằng nếu  là lũy thừa của  và  chia hết cho  thì 
	1,5

	
	



Giả sử , kết hợp với  chia hết cho  suy ra .



Gọi , thử thấy  không thỏa mãn suy ra 
	0,5

	
	
Do 
	0,5

	
	
Từ đó 
	0,5

	3b
	










Hai số nguyên tố phân biệt  được gọi là xa lạ nếu không tồn tại số nguyên dương  lớn hơn  để hai tập hợp  và  trùng nhau. Chứng minh rằng nếu  là hai số nguyên tố lẻ sao cho  thì  là hai số xa lạ  và có vô hạn cặp số nguyên tố  sao cho và hai số là xa lạ.
	1,5

	
	


Giả sử . Giả sử tồn tại số nguyên dương  sao cho , ta xét hai trường hợp sau:





Th1. Nếu  thì , kết hợp với  suy ra , kết hợp với  vô lí.
	0,5

	
	

Th2. Nếu  thì .




Giả sử  vô lí suy ra , kết hợp với  vô lí suy ra Th2 không xảy ra. Do đó  là hai số xa lạ.
	0,5

	
	



Ta sẽ chứng minh có vô hạn cặp số nguyên tố  trong đó  là số nguyên tố lẻ sao cho có số nguyên tố  thỏa mãn .


Xét số nguyên tố , đặt 



 suy ra  không chia hết cho  và chia hết cho 5 nhưng không chia hết cho 25.

Mặt khác 



Hai số  là hai số lẻ nguyên tố cùng nhau nên mỗi số cho một ước nguyên tố và hai số nguyên tố này phân biệt.













Gọi  là một ước nguyên tố lớn hơn 5 của . Gọi , thử trực tiếp và chú ý  ta được . Theo kết quả trên do M có hai hai ước nguyên tố lớn hơn 5 là , kết hợp với chứng minh trên ta được  Sử dụng kết quả đã chứng minh ở trên thì  là cặp nguyên tố xa lạ. Như vậy với mỗi số nguyên tố  ta được số nguyên tố  thỏa mãn  và  là cặp nguyên tố xa lạ, kết hợp với có vô hạn số nguyên tố  nên ta có đpcm.
	0,5



Bài 4 (6,0 điểm). Cho tam giác ABC nhọn và cân tại đỉnh A. Gọi D và E lần lượt là trung điểm của CB và CA, và gọi M là trung điểm của DE. Đường tròn ngoại tiếp tam giác AEM cắt cạnh AB tại điểm N. Tiếp tuyến tại M và N của đường tròn ngoại tiếp tam giác AEM cắt nhau tại P.
a) Đường thẳng AM cắt tiếp tuyến tại E của đường tròn ngoại tiếp tam giác AEM tại Q. Chứng minh rằng P, D, Q thẳng hàng.
b) Chứng minh rằng điểm P nằm trên đường thẳng BC.
[bookmark: _GoBack]
	Câu
	Nội dung trình bày
	Điểm

	
	[image: ]
	

	4a
	Đường thẳng AM cắt tiếp tuyến tại E của đường tròn ngoại tiếp tam giác AEM tại Q. Chứng minh rằng P, D, Q thẳng hàng.
	2,5

	
	
Gọi R là giao điểm của AD và (AEM), R khác A. Gọi Q là giao điểm của tiếp tuyến tại E của (AEM) và AM. Do M là trung điểm của DE và DE||AB suy ra  là tứ giác điều hòa
	1,0

	
	suy ra MM, NN, RE đồng quy hay P, R, E thẳng hàng.
	0,5

	
	
Áp dụng định lí Pascal cho lục giác AEEMMR với  ta được P, D, Q thẳng hàng.
	1,0

	4b
	Chứng minh rằng điểm P nằm trên đường thẳng BC.
	3,5

	
	
Gọi Q’ là giao điểm của AM với BC. Khi đó áp dụng định lí Menelaus cho tam giác CDE với A, M, Q’ thẳng hàng ta được 
	1,0

	
	Áp dụng định lí Menelaus cho tam giác AQ’C với D, M, E thẳng hàng ta được:


	1,0

	
	
Do QE là tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp tam giác AEM suy ra 
	1,0

	
	
Từ (1) và (2) ta được  hay P, B, C thẳng hàng.
	0,5











Bài 5 (3,0 điểm). Cho số nguyên dương  số nguyên dương  được gọi là  nếu với mọi cách tô màu mỗi số nguyên dương  bởi một trong hai màu xanh hoặc đỏ thì ta luôn chọn được  số cùng màu (không nhất thiết phân biệt) sao cho tổng của  số này cũng nằm trong tập hợp  và cùng màu với  số vừa chọn.

a) Tìm số  nhỏ nhất.

b) Tìm số  nhỏ nhất.

	Bài
	Nội dung trình bày
	Điểm

	5a
	
Tìm số  nhỏ nhất.
	1,0

	
	
Dễ thấy  ta lần lượt xét các trường hợp sau:

Th1. , ta tô màu như sau: 1 tô xanh, 2 tô đỏ thì không thỏa mãn.

Th2. , ta tô màu như sau: 1 tô xanh, 2 tô đỏ, 3 tô xanh thì không thỏa mãn.
	0,5

	
	
Th3. , ta tô màu như sau: 1 tô xanh, 2 tô đỏ, 3 tô đỏ, 4 tô xanh thì không thỏa mãn.





Với , giả sử với mọi cách tô màu các số 1, 2, 3, 4, 5 không tồn tại hai số có tổng cùng màu với hai số vừa chọn. Giả sử 1 được tô xanh  màu đỏ  màu xanh  màu đỏ, ta lại có 2 màu đỏ và 5 màu đỏ suy ra 3 màu xanh hay 1, 3, 4 màu xanh điều này không được vì .


Vậy số nhỏ nhất là 
	0,5

	5b
	
Tìm số  nhỏ nhất.
	2,0

	
	


Ta thay 2024 bằng số nguyên dương  bất kì. Xét  số nguyên dương , ta xét một cách tô màu các số như sau:

Các số  tô màu xanh

Các số  tô màu đỏ

Các số  tô màu xanh
	0,5

	
	

Ta xét  số được tô cùng màu trong các số .

TH1: Nếu  số này được tô màu xanh 





+) Cả  số này nằm trong  thì tổng của  số này  và  tổng này là một số màu đỏ.

+) Có ít nhất một số nằm trong  thì tổng này phải 



Vậy nếu  thì không có n số màu xanh để tổng cũng là một số màu xanh.



TH2: Nếu  số này được tô màu đỏ thì tổng của  số này phải  suy ra tổng này phải có màu xanh, vô lí suy ra trường hợp này không xảy ra.

Do đó ta có 
	0,5

	
	
Tiếp theo ta chứng minh  thỏa mãn yêu cầu bài toán.





Giả sử không tồn tại  số cùng màu sao cho tổng của  số này cùng màu với  số đó. Không mất tính tổng quát ta giả sử 1 được tô màu xanh suy ra  phải được tô màu đỏ, tiếp theo  được tô màu xanh.
	0,5

	
	
Ta có  phải được tô màu đỏ.

 là số tô màu đỏ

 là số tô màu xanh

 là số tô màu xanh


 là số tô màu đỏ, điều mâu thuẫn với  tô màu xanh.


Do đó điều giả sử ở trên là sai suy ra  là số nhỏ nhất cần tìm hay thay 
	0,5




-------------------------Hết-------------------------
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