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ĐỀ CHÍNH THỨC


 (Đề thi có 01 trang)
	KỲ THI CHỌN ĐỘI TUYỂN HSG QUỐC GIA
NĂM HỌC 2021 - 2022
Môn thi: TOÁN
Ngày thi: 19/9/2021
Thời gian làm bài: 180 phút, không kể thời gian phát đề


Họ và tên thí sinh: ...................................................................; Số báo danh: ........................................
Câu 5. (6,0 điểm) 

Tìm tất cả các hàm số  thỏa mãn


Câu 6. (7,0 điểm) 



Với số nguyên dương  cho trước, trên bảng có viết tất cả các ước nguyên dương của . Hai bạn An và Bình chơi một trò chơi với luật như sau: An đi đầu tiên và xóa số , ở mỗi lượt tiếp theo, các bạn sẽ xóa số là ước hoặc bội của số mà người kia xóa ở lượt trước đó. Ai đến lượt đi của mình mà không thực hiện được nữa thì thua.
a) 
Với , chứng minh rằng Bình có cách chơi để thắng.
b) 

Tìm số  nhỏ nhất và  sao cho An có cách chơi thắng.
Câu 7. (7,0 điểm) 








Cho tam giác  có đường tròn nội tiếp  tiếp xúc với các cạnh  lần lượt tại các điểm . Gọi  lần lượt là trung điểm của  và hai đường trung trực của  cắt nhau tại điểm .
a) 

Chứng minh rằng đường tròn ngoại tiếp tam giác  tiếp xúc với .
b) 




Gọi  là giao điểm của   và . Chứng minh rằng  thuộc đường tròn ngoại tiếp tam giác .
c) 





Gọi  đối xứng với  qua . Chứng minh rằng  là tâm đường tròn bàng tiếp góc  của tam giác .
------------- Hết -------------
Thí sinh không được sử dụng tài liệu và máy tính cầm tay.
Cán bộ coi thi không giải thích gì thêm.
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	SỞ GIÁO DỤC VÀ ĐÀO TẠO TỈNH SƠN LA

(Đáp án có 04 trang)
	KỲ THI CHỌN ĐỘI TUYỂN HSG QUỐC GIA
NĂM HỌC 2021 - 2022
Môn thi: TOÁN
Ngày thi: 19/9/2021



HƯỚNG DẪN CHẤM
	Câu
	Nội dung
	Điểm

	5
(6,0 điểm)
	
Tìm tất cả các hàm số  thỏa mãn



	
	
Giả sử tồn tại hàm số  thỏa mãn bài toán, 

                                    (1).


+ Trước hết ta chứng minh  với mọi 


Thật vậy: Giả sử tồn tại  sao cho .





Thay  bởi  và  bởi  vào (1) ta có 


Suy ra , mâu thuẫn vì .
	1,0

	
	
+ Ta chứng minh  là đơn ánh (bằng phản chứng).


Thật vậy: Giả sử tồn tại  sao cho . 



Thay ,  vào (1) ta có   (2).



Thay ,  vào (1) ta có   (3).


Từ (2) và (3), chú ý tới  thì ta thu được .
	1,0

	
	

Thay  và  vào (1) ta có





Suy ra  với  và mọi .
	1,0

	
	




Từ đây ta suy ra  với mọi  và với mọi  nguyên dương. Điều này không thể xảy ra nếu ta chọn  đủ lớn. Mâu thuẫn. Vậy  là đơn ánh.
	1,0

	
	


+ Thay  bởi  vào (1) ta có   (4)





Do vế phải của (4) hoàn toàn đối xứng với  và  nên đổi chỗ  và  trong đẳng thức (4) ta có      (5)
	1,0

	
	
Từ (4) và (5) ta có 





Do  là đơn ánh nên ta thu được  với mọi  dương, hay  với mọi  dương.
	0,5

	
	


Suy ra  với mọi  và .
Thử lại vào phương trình hàm ban đầu ta thấy thỏa mãn.



Kết luận: Nghiệm của phương trình hàm đã cho là  với mọi  và .
	0,5

	6
(7,0 điểm)




































	


Với số nguyên dương  cho trước, trên bảng có viết tất cả các ước nguyên dương của . Hai bạn An và Bình chơi một trò chơi với luật như sau: An đi đầu tiên và xóa số , ở mỗi lượt tiếp theo, các bạn sẽ xóa số là ước hoặc bội của số mà người kia xóa ở lượt trước đó. Ai đến lượt đi của mình mà không thực hiện được nữa thì thua.

a) (3,0 điểm) Với , chứng minh rằng Bình có cách chơi để thắng.

	
	

Ta thấy  nên  có tất cả 8 ước nguyên dương là:


	1,0

	
	
Cách 1. Sau khi An xóa số 2022, Bình sẽ xóa số . Chia các số còn lại thành các cặp 

.
	1,0

	
	
Đặc điểm của các cặp số ở trên là số này gấp 3 lần số kia. Sau lượt đi của Bình thì An phải xóa ước hoặc bội của số , nhưng do bội duy nhất của 674 là 2022 đã bị xóa nên An phải xóa ước của 674 bao gồm 1 số nào đó trong các cặp trên. Khi đó, Bình chỉ cần xóa số còn lại tương ứng trong cặp là được. Và rõ ràng An đi được thì Bình cũng sẽ đi được nên Bình có chiến lược thắng cho chơi.
Cách 2. Sau khi An xóa số 2022, Bình sẽ xóa số 6. Chia các số còn lại thành các cặp 


Đặc điểm của các cặp số ở trên là số này gấp 337 lần số kia rồi lập luận như cách 1.
	1,0

	
	

b) (4,0 điểm) Tìm số  nhỏ nhất và  sao cho An có cách chơi thắng.

	
	
Ta sẽ chỉ ra rằng An có chiến lược thắng khi và chỉ khi  là số chính phương.






Thật vậy: Đặt  thì rõ ràng  có lẻ ước nguyên dương. Ta chia các số trên bảng sau khi An xóa số  thành các cặp  với  và . Sau mỗi lần xóa của Bình thì An sẽ xóa số ở cùng cặp với số đó. Rõ ràng Bình đi được thì An cũng đi được nên đến lúc nào đó Bình sẽ không xóa được số thì An thắng.
	1,0

	
	
Tiếp theo, giả sử  không là số chính phương thì Bình luôn có cách đi để thắng cuộc.



Thật vậy, do  không là số chính phương nên tồn tại số nguyên tố  mà  là lẻ.
	1,0

	
	







Chú ý: Cho số nguyên  và  là số nguyên tố. Ký hiệu  là số mũ đúng của  trong  nếu như  là số tự nhiên lớn nhất mà  chia hết cho .

	
	

Đặt  và gọi các ước nguyên dương của  là 

.

Xét các cặp số  ,

 với .
	1,0

	
	




Rõ ràng các số trong các cặp trên là tất cả các ước nguyên dương của, không tính  và . Sau khi An xóa số  thì Bình xóa số . Tiếp theo An xóa số nào thì Bình xóa số tương ứng trong cặp với số An vừa xóa. Cuối cùng An sẽ thua vì không xóa được số khi đến lượt chơi, suy ra Bình thắng cuộc.

Từ đó suy ra số  nhỏ nhất sao cho An có cách chơi thắng là 2025.
	1,0

	7
(7,0 điểm)
	







Cho tam giác  có đường tròn nội tiếp  tiếp xúc với các cạnh  lần lượt tại các điểm . Gọi  lần lượt là trung điểm của  và hai đường trung trực của  cắt nhau tại điểm .


a) (2,5 điểm) Chứng minh rằng đường tròn ngoại tiếp tam giác  tiếp xúc với .

	
	          Hình vẽ[image: ]
	

	
	









Gọi  cắt  tại điểm  khác . Dễ thấy đường trung trực của  là trục đẳng phương của đường tròn điểm  và đường tròn ; đường trung trực của  là trục đẳng phương của đường tròn điểm  và đường tròn .
	0,5

	
	






Do đó, , suy ra  đồng dạng với ;  đồng dạng với  nên  và 
	0,5

	
	
Khi đó 
	0,5

	
	


 nên tứ giác  nội tiếp đường tròn .
	0,5

	
	


Lại có  và  nên  thẳng hàng. 



Do đó  tiếp xúc với  tại .
	0,5

	
	




b) (2,5 điểm) Gọi  là giao điểm của   và . Chứng minh rằng  thuộc đường tròn ngoại tiếp tam giác .

	
	



Dễ thấy tứ giác  nội tiếp và tâm nội tiếp chính là giao điểm  của trung trực  và . 
	0,5

	
	


Từ đó , suy ra tam giác  và  đồng dạng. 
	0,5

	
	


Từ đó (Chú ý  là đường đối trung của tam giác )
	0,5

	
	
Lại có .


Từ đó hai tam giác  và  đồng dạng 
	0,5

	
	




nên , suy ra tứ giác  nội tiếp đường tròn , khi đó  thuộc đường tròn , suy ra điều phải chứng minh.
	0,5

	
	





c) (2,0 điểm) Gọi  đối xứng với  qua . Chứng minh rằng  là tâm đường tròn bàng tiếp góc  của tam giác .

	
	





Do là đường đối trung của tam giác  nên  và  nên hai tam giác  và  đồng dạng g.g. 
	0,5

	
	



Lại có  là trung điểm của  nên hai tam giác  và  đồng dạng c.g.c. 
	0,5

	
	

Từ đó suy ra  nên .
	0,5

	
	






Vậy  là phân giác ngoài góc . Tương tự  là phân giác ngoài góc  nên  là tâm đường tròn bàng tiếp góc  của tam giác .
	0,5


Chú ý: - Học sinh có cách giải khác mà đáp án đúng thì vẫn chấm điểm tối đa ở câu đó.
            - Câu 7 học sinh phải có hình vẽ mới chấm điểm.
------------- Hết -------------
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