TRƯỜNG THPT CHUYÊN QUỐC HỌC  	ĐỀ THI CHỌN ĐỘI DỰ TUYỂN QUỐC GIA 
	TỔ TOÁN 	NĂM HỌC: 2022 - 2023
Môn: TOÁN
Thời gian: 180 phút
-------------------------------------------------------------------------------------------------------------



Câu 1 (5,0 điểm). Cho  là các số thực dương thỏa mãn  Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 





Câu 2 (5,0 điểm). Cho  là một đa thức có hệ số thực, khác đa thức không, thỏa mãn  với mọi  và  Tìm đa thức 





Câu 3 (5,0 điểm). Cho A là một tập hữu hạn sao cho tồn tại dãy số  lấy giá trị trong A thỏa mãn tính chất: với mọi sao cho  là số nguyên tố thì  (ta quy ước số hạng đầu tiên của dãy số là ).  Tìm số phần tử ít nhất có thể của tập hợp A? 



Câu 4 (5,0 điểm).  Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn (O). BC là dây cung cố định không đi qua O và A là điểm thay đổi trên cung lớn BC của (O) sao cho ABC là tam giác nhọn và  Gọi P là điểm trên đoạn thẳng AB, Q là điểm trên đoạn thẳng AC sao cho  và  Gọi H là trực tâm của tam giác ABC và K là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác APQ. Chứng minh rằng khi A di động thì đường thẳng HK luôn đi qua một điểm cố định.

------------------HẾT--------------------








ĐÁP ÁN
	Câu
	Nội dung
	Điểm

	1
	


[bookmark: MTBlankEqn]Giả sử  khi đó  Đặt 

Ta có 
	1,0

	
	

Xét hàm số  với  Ta có 




	1,0

	
	
Giả sử   


Lại có  và  do đó (*) mâu thuẫn. 




Vậy  với mọi  Tức là  nghịch biến trên 
	1,0

	
	Suy ra

 
	1,0

	
	


Vậy  khi  hoặc  và các hoán vị.
	1,0

	2
	
Xét 







Ở (1) cho  và  ta có   và  Vậy  là các nghiệm của 
	1,0

	
	


Tiếp theo, ta sẽ chứng minh rằng  không có nghiệm nào khác ngoài ba nghiệm trên. Giả sử  là một nghiệm khác ba nghiệm trên của  Xét hai trường hợp sau:


Trường hợp 1: Nếu  không phải là số nguyên âm, ở (1) cho  ta được:








Vì  nên  cũng là nghiệm của  Tiếp theo ta sẽ chứng minh bằng quy nạp theo  rằng  cũng là nghiệm của  



+ Với  theo trên thì  là nghiệm của 


+ Giả sử  là nghiệm của  












Nếu  không phải là số nguyên thì  không phải là số nguyên và do đó  Nếu là số nguyên và  thì  Ở (1), cho  và áp dụng giả thiết quy nạp  là nghiệm của  ta có  suy ra  là nghiệm của 
	1,0

	
	

Trường hợp 2: Nếu là số nguyên âm, ở (1) thay  ta được 










Vì là nghiệm âm khác  nên  do đó  cũng là nghiệm của  Ta sẽ chứng minh bằng quy nạp theo  rằng  cũng là nghiệm của 



+ Với  theo trên thì  là nghiệm của 











+ Giả sử  là nghiệm của  Vì  nên  Ở (1) thay  bởi  và áp dụng giả thiết quy nạp  là nghiệm của  ta có  suy ra  là nghiệm của 
	1,0

	
	



Như vậy nếu  có một nghiệm  thì  sẽ có vô số nghiệm phân biệt, do đó nó là đa thức đồng nhất bằng 0 và điều này là mâu thuẫn. Vậy 
	1,0

	
	
Ta có  

Vậy 
	1,0

	3
	

Vì hiệu của bất kì hai số trong 4 số 1, 3, 6, 8 đều là nguyên tố, nên suy ra  là phân biệt, vì vậy ta có 
	2,0

	
	






Xét  Với mỗi  đặt với  và  Xét dãy số  với 
	1,0

	
	



Khi đó với mọi , nếu  là số nguyên tố và  thì  và điều này mâu thuẫn.
	1,0

	
	


Như vậy  ta có một dãy số  lấy giá trị trong  thỏa mãn yêu cầu bài toán. Vậy có ít nhất là 4 phần tử.
	1,0

	4
	[bookmark: _GoBack][image: ]
	

	
	Gọi I là giao điểm của BQ và CP, ta sẽ chứng minh H, I, K thẳng hàng.




Ta có PC đối xứng với BC qua đường thẳng CH và BQ đối xứng với BC qua đường thẳng BH nên  do đó tứ giác BHIP nội tiếp. Tương tự ta có tứ giác CHIQ nội tiếp. Suy ra . Vậy H nằm trên đường phân giác trong của góc 
	1,0

	
	
Ta có  suy ra tứ giác PIQK nội tiếp.
	1,0

	
	

Suy ra  hay K nằm trên đường phân giác trong  d của góc . Vậy ba điểm H, I, K thẳng hàng.
	1,0

	
	



Gọi  là điểm đối xứng với O qua đường thẳng BC thì  cố định. Ta có  suy ra tứ giác  nội tiếp. 
	1,0

	
	



Vì  nên nằm trên đường phân giác d của góc  Vậy đường thẳng HK luôn đi qua điểm  cố định.
	1,0



------------------HẾT-------------------
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