	

	ĐÁP ÁN ĐỀ THI CHỌN ĐỘI TUYỂN HỌC SINH GIỎI QUỐC GIA
MÔN TOÁN NĂM 2020-2021


Câu 1 (4 điểm).

Cho các số thực a, b, c thỏa mãn  0 ≤ a ≤ b ≤ c và a + b + c = ab + bc + ca. Chứng minh rằng
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	Đặt t = 
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 t ≥ 1

TH1: t ≥ 2 
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(a+1) = t(a+1) ≥ 2(a + 1) ≥ 2
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	TH2: t 
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 [1; 2] ta có 
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Ta cần chứng minh
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	Mà b+c ≥ 2t, t – 1 ≥ 0 nên 
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Từ đó ta có đpcm.
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Câu 2 (4 điểm). Cho tam giác ABC nhọn nội tiếp đường tròn (O), đường cao AD, trực tâm H. Đường tròn đường kính AH cắt (O) tại điểm Q khác A. Đường tròn đường kính HQ cắt (O) tại điểm K khác Q. Gọi M là trung điểm BC. 

a) Đường thẳng qua H vuông góc với MH cắt BC tại X. Chứng minh rằng XK tiếp xúc với đường tròn ngoại tiếp tam giác KDM.

b) Đường thẳng KQ cắt đường tròn ngoại tiếp tam giác KDM tại N khác K. Chứng minh rằng MN chia đôi AQ.
	Ý
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 Gọi Y đối xứng H qua BC; Z đối xứng A qua O

Khi đó Y 
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 (O) và Q, M, H, Z thẳng hàng.

Gọi X’ là giao điểm các tiếp tuyến của (QH) tại H và K

Suy ra 
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KX’H = 1800 - 2
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KHX’ = 1800 – 2
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KQH = 1800 – 2
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KAZ = 2
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Mà X’K = X’H  nên X’ là tâm (KHY)
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	Suy ra X’ thuộc trung trực của HY ( BC 
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 X’ 
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 X’ ( X.

Do đó XK2 = XH2 = XD.XM 
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 XK tiếp xúc (KDM).
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	Gọi L, R lần lượt là tâm (KQH) và (KDM), P là trung điểm AQ.

Theo phần a) suy ra (KQH) và (KDM) tiếp xúc  nhau tại K 
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 K, L, R thẳng hàng.
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	Ta có ∆ KQH ( ∆ KAZ và cùng hướng 
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 ∆KQA ( ∆KHZ

Mà P và M lần lượt là trung điểm QA và HZ nên ∆ KQP ( ∆ KHM.

Suy ra 
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KMH 
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 KQPM nội tiếp.
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	Từ đó sử dụng biến đổi góc ta chứng minh được 
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BMN = 
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BMP

Suy ra M, P, N thẳng hàng.

Từ đó ta có đpcm.
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Câu 3.  (4,0 điểm) Cho dãy số 
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a. Chứng minh rằng, với  dãy 
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b. Cho a = 2020. Chứng minh rằng 
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 luôn có ít nhất n+4 ước số nguyên tố khác nhau.
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	Xét hàm số f(x)= x2 + x+a3.
Ta có f(x) đồng biến trên 
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	+) Ta chứng minh bằng quy nạp 
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Thậy vậy, n=1 đúng.

Giả sử (1) đúng với n= k, nghĩa là
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Ta có 
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 Như vậy (1) được chứng minh.
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	Mặt khác 
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Vì thế (un) tăng , bị chặn trên bởi 0 nên dãy (un) hội tụ.
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	Giả sử lim un = L. Suy ra 
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	Cho a = 2020. Chứng minh rằng 
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 luôn có ít nhất n+4 ước số nguyên tố khác nhau.
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	Ta có 
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 nguyên tố cùng nhau với mọi số nguyên dương k.
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	+)Trước hết, Ta chứng minh MĐ (1): 4a3 + 1 và 2un+1 nguyên tố cùng nhau với mọi số nguyên dương n, bằng quy nạp.

Với n =1, gọi d là UCLN của 4a3 + 1 và 2u1+1=2a+1. 

Ta có d|2(4a3 + 1)=(2a+1)(4a2-2a+1)+1. Suy ra d|1. Suy ra d=1. Đúng.

Giả sử (4a3 + 1, 2un+1)=1, với n là số nguyên dương.

Gọi q =(4a3 + 1, 2un+1+1). Suy ra q|2( 2un+1+1)=( 2un+1)2+4a3+1.

Do đó q|( 2un+1)2. Theo giả thiết quy nạp thì suy ra q=1. Như vậy, ta dã chứng minh được MĐ (1).
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	+) Gọi g là UCLN của 
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Từ (1), (2), (3) suy ra g=1.
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	Do đó ta được, với mọi số nguyên k:
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Mỗi k thì 
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 có ít nhất một ước nguyên tố pk, với k =1,...,n-1.

Theo trên ta được, n-1 số nguyên tố pk phân biệt.
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có 5 ước nguyên tố phân biệt là 2,5,101,43,47 khác với pk, k =1,...,n-1.

Như vậy, 
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Có ít nhất 5+(n-1)=n+4 ước nguyên tố khác nhau. Điều phải chứng minh.
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Câu 4 (4 điểm) 

a) Tìm tất cả các số tự nhiên 
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 sao cho 
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 đều là các số chính phương.

b) Với mỗi số tự nhiên 
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thỏa mãn đề bài, chứng minh rằng 
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	Dễ dàng chứng minh 
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	Áp dụng công thức nghiệm ta có tất cả các nghiệm của (1) cho bởi:
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. Sử dụng quy nạp dễ chứng minh được 
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	Sử dụng phương pháp truy hồi ta chứng minh được: 
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	Từ đó với mọi giá trị 
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thỏa mãn điều kiện đầu bài thì
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Câu 5 (4 điểm) Sắp đến ngày Tết Trung thu, tổ chức Smile Foundation của trường THPT Chuyên Bắc Giang làm bánh gây quỹ từ thiện thường niên. Sản phẩm năm nay là một cặp bánh dẻo, bánh nướng có tổng giá cặp bánh đó là 50000 đồng. Do số lượng có hạn nên mỗi bạn chỉ được mua đúng một cặp. Để mua bánh các bạn học sinh trường chuyên phải xếp hàng. Biết rằng trong hàng có 
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 bạn, trong đó 
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 bạn cầm tờ 50000 đồng và 
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 bạn cầm tờ 100000 đồng (
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). Hỏi có bao nhiêu cách xếp hàng để không bạn nào phải chờ tiền trả lại, giả thiết rằng ban đầu ban tổ chức không cầm theo đồng tiền nào.

	
	NỘI DUNG
	ĐIỂM

	
	Giả sử ứng với mỗi học sinh mang theo tờ 50000 đồng, ta kí hiệu số 0 còn ứng với mỗi học sinh mang theo tờ 100000 đồng, ta kí hiệu số 1. Như vậy mỗi cách xếp hàng ứng với một chuỗi nhị phân gồm 
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 số 0 và 
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 số 1. Ta thấy một cách xếp không thỏa mãn ứng với một chuỗi nhị phân gồm 
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 số 0, 
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 số 1; trong đó tồn tại một vị trí thứ 
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 vị trí đầu tiên số các số 0 và số các số 1 là bằng nhau. Ta gọi một chuỗi như vậy là chuỗi “xấu”.
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	Kí hiệu 
[image: image77.wmf]A

 là tập hợp các chuỗi “xấu” như trên và 
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 là tập hợp tất cả các chuỗi nhị phân có 
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 số 0, 
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 số 1. Ta xây dựng song ánh từ 
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 vào 
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 như sau:

+ Với mỗi chuỗi “xấu” thuộc A, ta thêm số 0 vào đầu chuỗi. Khi đó 
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 vị trí đầu có số số 0 và số số 1 như nhau; tiếp theo tại 
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 vị trí đầu đó, ta đổi số 0 thành số 1 và ngược lại; sau cùng ta xóa số 1 ở đầu hàng đi. Như vậy ta được một chuỗi mới có 
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	+ Với mỗi chuỗi thuộc B, thêm số 1 vào đầu hàng ta thu được một chuỗi có 
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 số 1; dễ thấy 
[image: image89.wmf]1

mn

+>

 và do số 1 đứng đầu hàng nên tồn tại một vị trí thứ 
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 số đầu tiên của chuỗi mới thì số số 0 bằng số số 1. Lại thực hiện hoán đổi số 0 thành số 1 và ngược lại ở 
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 vị trí đầu tiên trong hàng, sau đó xóa đi số 0 ở đầu hàng. Lúc này ta thu được một chuỗi có 
[image: image93.wmf]m

 số 0, 
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 số 1 mà ở 
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 vị trí đầu có 
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 số 1 và 
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 số 0. Đây chắc chắn là một chuỗi xấu.
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	Do đó: 
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. Quay lại bài toán với chú ý là các bạn cùng cầm một loại tờ tiền có thể hoán đổi vị trí cho nhau; ta có số cách xếp hàng thỏa mãn là :
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Chú ý khi chấm:

1. Hướng dẫn chấm này chỉ trình bày sơ lược bài giải. Bài làm của học sinh phải chi tiết, lập luận chặt chẽ, tính toán chính xác mới được điểm tối đa. Các cách giải khác nếu đúng vẫn cho điểm. Tổ chấm trao đổi và thống nhất chi tiết nhưng không quá số điểm dành cho câu, phần đó.

2. Có thể chia điểm thành từng phần nhưng không dưới 0, 25 điểm và phải thống nhất trong cả tổ chấm. Điểm toàn bài là tổng số điểm các phần đã chấm, không làm tròn điểm.

3. Mọi vấn đề phát sinh trong quá trình chấm phải được trao đổi thống nhất trong tổ chấm và ghi vào biên bản.
_1661877841.unknown

_1661878827.unknown

_1661878835.unknown

_1661881404.unknown

_1661881408.unknown

_1661881410.unknown

_1661881411.unknown

_1661881412.unknown

_1661881409.unknown

_1661881406.unknown

_1661881407.unknown

_1661881405.unknown

_1661878837.unknown

_1661878838.unknown

_1661878836.unknown

_1661878831.unknown

_1661878833.unknown

_1661878834.unknown

_1661878832.unknown

_1661878829.unknown

_1661878830.unknown

_1661878828.unknown

_1661878823.unknown

_1661878825.unknown

_1661878826.unknown

_1661878824.unknown

_1661877843.unknown

_1661878822.unknown

_1661877842.unknown

_1661577177.unknown

_1661623105.unknown

_1661877837.unknown

_1661877839.unknown

_1661877840.unknown

_1661877838.unknown

_1661877835.unknown

_1661877836.unknown

_1661624239.unknown

_1661624399.unknown

_1661877834.unknown

_1661624338.unknown

_1661623561.unknown

_1661578804.unknown

_1661622461.unknown

_1661622790.unknown

_1661623005.unknown

_1661622706.unknown

_1661622204.unknown

_1661622343.unknown

_1661622438.unknown

_1661578842.unknown

_1661579010.unknown

_1661579916.unknown

_1661578831.unknown

_1661577855.unknown

_1661577931.unknown

_1661578684.unknown

_1661577881.unknown

_1661577498.unknown

_1661577552.unknown

_1661577707.unknown

_1661577188.unknown

_1661172542.unknown

_1661576699.unknown

_1661577011.unknown

_1661577152.unknown

_1661577158.unknown

_1661577031.unknown

_1661576755.unknown

_1661576401.unknown

_1661576413.unknown

_1661172701.unknown

_1661169683.unknown

_1661170586.unknown

_1661171976.unknown

_1661172331.unknown

_1661172521.unknown

_1661172194.unknown

_1661171892.unknown

_1661169953.unknown

_1661170367.unknown

_1661169921.unknown

_1661168833.unknown

_1661169259.unknown

_1661169470.unknown

_1661169236.unknown

_1661167215.unknown

_1661168026.unknown

_1585036165.unknown

