
	SỞ GD&ĐT HÒA BÌNH
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MÔN THI: TOÁN




	Câu
	Hướng dẫn chấm
	Biểu điểm

	Câu 1
(4 đ)
	
a) Ta chứng minh bằng quy nạp .


Ta có  nên .


Giả sử mệnh đề đúng đến  tức là .

Ta chứng minh mệnh đề đúng với . Thật vậy, 




Ta có  và  nên . Suy ra .

Vậy .
	
1 điểm

	
	b) Ta chứng minh dãy số giảm bằng quy nạp.



Vì  nên . Ta có .



Giả sử . Ta có  và  là hàm nghịch biến nên



. Suy ra . Vậy  là dãy giảm.

	
1,5 điểm







	
	

Do  là dãy giảm và bị chặn dưới bởi  nên hội tụ.


Đặt . Ta có .

Vậy .
	
1,5 điểm

	Câu 2
(4 đ)

	
Giả sử tồn tại hàm số  thỏa mãn yêu cầu bài toán.



Trong  thay , ta có ngay .

Trước hết ta kiểm tra được  thỏa mãn yêu cầu bài toán.
	

0,5 điểm

	
	


Xét , khi đó tồn tại  sao cho .



Trong  thay  bởi , ta được







Do vế phải là hàm toàn ánh trên  nên vế trái cũng thế và từ đó kéo theo  sẽ là toàn ánh trên  khi  nhận giá trị tùy ý trên .
	


0,5 điểm

	
	

Trong  thay , ta có 



hay .
	

1 điểm

	
	

Trong  thay , ta có 



hay 
	
0,5 điểm

	
	

Cuối cùng, trong  ta thay , ta được 


	
1 điểm

	
	


Sử dụng tính toàn ánh của , ta thay nó bởi  thì ta được .
Thử lại, thấy thỏa mãn. 


Vậy có hai hàm số thỏa mãn yêu cầu bài toán là  và .
	
0,5 điểm

	Câu 3
(4 đ)
	[image: ]
	

	
	
a. Ta có .
Theo hệ thức Maclaurin, ta có



Và thu được bốn điểm  cùng thuộc một đường tròn.
	
2 điểm

	
	








b. Ta dễ có  đi qua  theo đường thẳng Newton. Theo chứng minh trong phần , ta dễ thấy  thuộc trục đẳng phương của hai đường tròn  và . Mặt khác, ta có hệ thức cơ bản , suy ra , hay là , mà theo hệ thức Newton thì






Nên  cùng thuộc trục đẳng phương của  và , vậy .







Theo định lý Brocard, ta cũng có , suy ra  là trực tâm tam giác , dẫn đến . Từ đó, đường thẳng qua  vuông góc với  đi qua .






Gọi  giao  tại  và  giao  tại , ta được





Suy ra , dẫn tới  tiếp xúc với .
	



2 điểm

	Câu 4
(4 đ)
	

+) Với  thỏa mãn yêu cầu bài toán
	
0,5 điểm

	
	










+) Với , gọi  là ước nguyên tố nhỏ nhất của . Từ giả thiết ta suy ra được . Mặt khác theo định lý Fermat nhỏ ta cũng có . Gọi  ta có như vậy ta chỉ ra một số nhỏ hơn là ước của . Như vậy . Khi đó .
	1 điểm

	
	

Giả sử ,  lẻ. Khi đó



Vì  nên








trong đó  lẻ. Vì  là  số chẵn và  cho nên , với  lẻ.
	1 điểm

	
	







Vì  nên suy ra . Gọi  có ước lẻ thực sự và gọi ước lẻ đó là , gọi . Theo giả thiết  và theo định lý Fermat nhỏ ta cũng có . Từ đó suy ra .
	1 điểm

	
	










Nếu  lẻ thì ta tìm được một ước lẻ của  mà nhỏ hơn , trái với cách . Vậy  chẵn. Mặt khác ,  lẻ, do đó  và , do đó  không có ước lẻ thực sự. Vậy  thỏa mãn yêu cầu bài toán.
	0,5 điểm

	Câu 5
(4 đ)
	








a. Trước hết, ta đếm số cách xếp lịch cho cô , thầy  và không ai dạy  buổi liên tiếp. Gọi  là số xâu nhị phân độ dài  mà không có  số  hoặc  số  liên tiếp nhau.


Ta có . Với một xâu nhị phân độ dài  thỏa mãn đề bài, ta thấy có hai khả năng sau:
· 





Nếu nó kết thức bởi hai ký tự khác nhau: Số lượng các xâu này là  vì ta có thể lấy xâu độ dài  bất kỳ và thêm vào một ký tự khác với ký tự thứ cuối. Ngoài ra, với xâu này, ta có thể thêm  hoặc  tùy ý nên có  cách tạo ra xâu có độ dài .
· 




Nếu nó kết thúc bởi hai ký tự giống nhau: số lượng là . Nếu nó kết thúc bởi  thì ta chỉ có thể thêm  vào cuối và ngược lại. Suy ra trường hợp này có đúng  cách tạo ra xâu có độ dài .
	1 điểm

	
	
Do đó ta luôn có .






Từ đây dễ dàng suy ra  với  là dãy Fibonacci. Cuối cùng, trong mỗi tiết dạy của cô  (hoặc thầy ) ta có  cách chọn phân môn (hình/đại hoặc số/tổ). Từ đó suy ra số cách xếp lịch chính là .
	1 điểm

	
	




b. Với mỗi học sinh thứ  có tham gia vào nhóm học tập của cô  là  và nhóm học tập của thầy  với số lượng , ta gán cho cặp số 

.







Rõ ràng tổng số gán cho các học sinh trong mỗi nhóm của cô  là , và của thầy  là . Vì thế nên  và , suy ra .




Vì thế nên phải tồn tại chỉ số  nào đó mà  hay các số  tương ứng của học sinh này sẽ thỏa mãn . Ta có điều phải chứng minh.
	2 điểm
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