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	ĐỀ CHÍNH THỨC
	


	
Môn: TOÁN
(Thời gian làm bài 180 phút, không kể phát đề)
Ngày thi: 29/9/2023

HƯỚNG DẪN CHẤM
 (Hướng dẫn chấm có 05 trang)

Bài 1: (5,0 điểm)


[bookmark: MTBlankEqn]Với số thực  xét dãy số  xác định bởi 



 và  với mọi 


[bookmark: _GoBack]a) Chứng minh rằng với mọi số  hữu tỷ, các số hạng của dãy số  luôn xác định. 




b) Với  chứng minh rằng dãy số  xác định bởi   luôn có giới hạn hữu hạn, tìm giới hạn đó.
	Bài
	Đáp án
	Điểm

	1a
	



Giả sử phản chứng rằng với  tồn tại một chỉ số  nhỏ nhất để  không xác định. Lúc đó, các số hạng  đều xác định. 




Ta có  nên để  không xác định thì phải có  hay 



Vì  nên  từ đó quy nạp thì có ngay  đều là các số hữu tỷ.

Do đó không thể có  được, điều mâu thuẫn này cho thấy dãy số luôn xác định.
	1,5

	1b
	



Với  thì ta luôn có  với mọi  do đó 
	0,5

	
	


Xét  ta quy nạp được  Vì thế dãy  luôn xác định.
	0,5

	
	
Ta có 

Từ đó suy ra  nên dãy giảm ngặt. 

Vì dãy bị chặn dưới bởi 0 nên hội tụ về  

Trong công thức của dãy, ta cho  thì được 






Tuy nhiên, vì dãy giảm ngặt nên không thể có  được, vì thế  nên  
	1,0

	
	
Xét biến đổi sau  
Theo định lý Cesaro, ta quy về xét giới hạn





Do  nên dễ thấy rằng giới hạn của dãy số trên khi  là 
	1,0

	
	


Từ đó suy ra  nên  kéo theo 
	0,5


Bài 2: (5,0 điểm)



Xét dãy số  thỏa mãn   và 


 với mọi 



a) Tìm tất cả các số nguyên  sao cho  là số chính phương với mọi 




b) Chứng minh rằng với mọi  thì  trong đó ký hiệu  là số mũ của 3 trong phân tích tiêu chuẩn của số nguyên dương   
	Bài
	Đáp án
	Điểm

	2a
	Điều kiện cần. 


 Với  ta có  là số chính phương.


Đặt  thì 



Chú ý rằng hai số   cùng tính chẵn lẻ và có tích chẵn nên chúng phải cùng chẵn. Suy ra  

Giải ra được các trường hợp 



 Với  ta cần có  là số chính phương nên chỉ có  thỏa mãn.
	1,0

	
	
Điều kiện đủ. Với mọi  thì





Suy ra  hay  là số chính phương với mọi 

Vậy  là giá trị nguyên duy nhất thỏa mãn.
	1,0

	2b
	Ta có công thức tổng quát của dãy đã cho là


 với 
	0,5

	
	Xét chu kỳ tuần hoàn số dư khi chia cho 3 của dãy đã cho, ta có:






Do đó  và  không chia hết cho , kéo theo  
	0,5

	
	

Tiếp theo, xét  với  Ta có








Đặt  thì    và  với  







(ta tìm được công thức truy hồi trên là dựa vào phương trình đặc trưng có các nghiệm là  và ). Để ý rằng    đều chia hết cho 3 nên  với mọi  


Suy ra  và kéo theo 
	1,0

	
	


Mặt khác, lại có ba số hạng đầu của dãy đều không chia hết cho  nên kéo theo mọi số hạng của dãy cũng thế. Từ đó ta có  với mọi  Vì thế





Từ đây dễ dàng thấy rằng nếu đặt  với  và  thì 


Bài toán được giải quyết.
	1,0


Bài 3: (5,0 điểm)

Tìm giá trị lớn nhất của số thực dương  sao cho bất đẳng thức 





luôn đúng với    là độ dài ba cạnh của tam giác.
	Bài
	Đáp án
	Điểm

	
	
Ta có 



.
	1,0

	
	
Mà  nên 


.




Do đó cần có  đúng với mọi    là độ dài ba cạnh tam giác.
	1,0

	
	


Xét  và  (tam giác cân có cạnh đáy nhỏ tùy ý) thì vế phải sẽ tiến về . Khi đó



	1,0

	
	
Với  ta cần chứng minh










Bất đẳng thức cuối đúng do    là độ dài ba cạnh tam giác. Vì thế giá trị lớn nhất của  là 1.
	2,0


Bài 4: (5,0 điểm)

















Cho tam giác  nhọn, không cân, nội tiếp trong đường tròn  có góc  và đường cao   cắt nhau tại  Gọi  là giao điểm hai tiếp tuyến tại   của  Đoạn thẳng  cắt    theo thứ tự tại các điểm    

a) Chứng minh rằng  





b) Trên  lấy điểm  sao cho góc  Chứng minh rằng  vuông góc với   
	
	Đáp án
	Điểm

	4a
	[image: ]
	

	
	


Vì  nên  là tam giác vuông cân, do đó 




Mà  nên  là trung trực của  Do đó 





Tương tự thì  nên  là hình bình hành. Vì thế  cắt  tại trung điểm  của mỗi đoạn.
	1,0

	
	













Kẻ  với  thì  Chiếu chùm điều hòa này lên  với chú ý     cắt  theo thứ tự ở     thì có ngay  
	1,0

	
	





Mặt khác, vì  là trung điểm  nên  là đường trung bình của tam giác  kéo theo  là trung điểm 

Theo hệ thức Newton thì   
	0,5

	4b
	

Ta có  nên dễ có  là hình vuông. 




Gọi  là trung điểm  thì  cũng là trung điểm của 
	0,5

	
	

Ta có  nên tứ giác  là hình bình hành. 

Do đó  
	0,5

	
	
Ta có 

Và 


Suy ra  theo định lý bốn điểm, ta được 
	1,5


Chú ý: Nếu thí sinh có cách giải khác và đúng vẫn cho đủ số điểm.
--- HẾT ---
Trang 1
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