KIỂM TRA ĐỘI TUYỂN CHUYÊN VĨNH PHÚC 2021-2022
ĐÁP ÁN CHI TIẾT

[bookmark: _GoBack]Bài 1. Cho dãy số thực  xác định bởi



 và  với mọi 


a) Chứng minh rằng dãy số  xác định bởi công thức  thì có giới hạn hữu hạn và tìm giới hạn đó. 


b) Chứng minh rằng  chia hết cho  
Lời giải. 




a) Xét phương trình đặc trưng của dãy đã cho là . Bằng cách xét hàm số liên tục  với , ta thấy phương trình trên có ba nghiệm thực phân biệt, đặt là  Theo định lý Viete thì 

.

Từ đó, dễ dàng tìm được công thức tổng quát của dãy này là  Suy ra 

.


Vì  nên  chính là tổng của ba cấp số nhân lùi vô hạn. Từ đó ta có ngay





b) Ta sẽ chứng minh rằng  chia hết cho  với mọi số tự nhiên  Ta có



Đặt  là biểu thức trong dấu ngoặc thì ta có

.







Để có  ta cần chỉ ra rằng  và  cùng tính chẵn lẻ với mọi  Tuy nhiên, điều này đúng do chu kỳ tuần hoàn của dãy này theo modulo  là  và cụ thể là  

Từ đây dễ dàng có điều phải chứng minh, vì thế nên  





Bài 2. Với  nguyên dương, xét đa thức bậc ba  hệ số nguyên sao cho tồn tại dãy số nguyên  tăng ngặt mà các giá trị  theo thứ tự đó lập thành cấp số nhân với công bội là  



a) Chứng minh rằng tồn tại đa thức  thỏa mãn đề bài mà  và 



b) Chứng minh rằng tồn tại số nguyên  sao cho  với mọi 
Lời giải. 




a) Câu trả lời là khẳng định, ta chọn  thì với mọi  ta đều có  đồng thời xét dãy số  xác định bởi 


 thì 

lập thành cấp số nhân công bội 





b) Đặt  với  Vì nếu  thỏa mãn thì  cũng thế nên không mất tính tổng quát, ta giả sử  Ta có



Với một số nguyên  nào đó, ta xét biểu thức



Từ đó, ta thấy rằng  sẽ là một tam thức bậc hai có hệ số cao nhất là 







Vì các số  cố định nên ta có thể cho  tương ứng hai giá trị  sao cho biểu thức trên lần lượt là số âm, số dương. Mặt khác, với giá trị  đủ lớn, dấu của tam thức bậc hai sẽ chỉ phụ thuộc vào dấu của hệ số bậc cao nhất nên ta sẽ có với  đủ lớn thì

 (*)













Trong dãy số , ta chọn  đủ lớn để với mọi chỉ số  thì  đều thỏa mãn đánh giá , đồng thời  cũng tăng ngặt trên  Tiếp tục chọn ra trong các số hạng như thế một số  đủ lớn để cho  ; chú ý rằng khi đó thì  cũng là số hạng của cấp số nhân nên tồn tại  thuộc dãy  để  Khi đó, ta viết (*) lại thành

 hay

  








Trên  có hữu hạn số nguyên nên phải có một số nguyên  nào đó mà  (hay ) đúng với vô số cách chọn giá trị  như trên. Nói cách khác, phương trình  có vô hạn nghiệm nguyên  thuộc dãy số  





Đẳng thức trên đúng với vô số giá trị của  nên cũng phải đúng với mọi , tức là tồn tại  để cho  với mọi   


















Bài 3. Cho tam giác nhọn không cân nội tiếp trong đường tròn . Xét điểm  thay đổi trên tia. Lấy điểm  thuộc sao cho vuông góc với. Đường tròn ngoại tiếp tam giác cắt  lần thứ hai tại các điểm . Các đường thẳng  cắt tại  Đường cao đỉnh  của tam giác  cắt lại  tại  

a) Chứng minh rằng các điểm  cùng thuộc một đường tròn. 






b) Gọi  là giao điểm của các đường thẳng với. Chứng minh rằng  nằm trên đường thẳng cố định khi  thay đổi trên tia  
Lời giải. 
[image: ]















a) Vì , mà  nên . Lại có  nên  dẫn tới . Vì tâm  nằm trên đường trung trực, là đường thẳng qua  vuông góc nên  cũng nằm trên . Thật vậy, cắt  lần lượt tại  thì theo định lý Thales, ta có 

.
Do đó, 



nên  đồng viên. 










b) Lấy  sao cho ,  là trung điểm , đường thẳng qua  vuông góc với  cắt  lần lượt tại . Ta chứng minh  thuộc.



Thật vậy, với  là giao điểm của  và  thì theo định lý Menelaus, ta có





Tương tự, với  là giao điểm của và thì




Do đó, để chỉ ra  trùng , ta cần chứng minh 

  (1)  



Theo bổ đề về tỉ số phương tích, điều này tương đương với  và  đồng trục. Mặt khác, vì  nên theo hệ thức Maclaurin, 








tức là  hay  và  cùng đi qua  nên đẳng thức (1) là đúng. Do đó,  nên  nằm trên đường thẳng cố định.

Bài 4. Trên mỗi ô vuông của bảng  có đặt một đồng xu ở mặt sấp. Bạn An chọn ra một số nguyên dương chẵn các đồng xu nào đó và lật ngửa chúng lại (thực hiện một lần duy nhất). Sau đó, An thách đố Bình có thể đưa tất cả đồng xu về mặt sấp bằng cách thực hiện một hoặc nhiều lần các thao tác sau: chọn hai ô chung cạnh nào đó rồi lật các đồng xu trên hai ô đó lại (sấp thành ngửa, ngửa thành sấp).
a) Chứng minh rằng Bình luôn có thể đưa được tất cả đồng xu về mặt sấp sau hữu hạn thao tác.


b) Chứng minh rằng với mọi cách chọn các đồng xu của An thì Bình đều cần không quá  bước để có thể chuyển tất cả về mặt sấp. Hỏi giá trị  này có thể giảm đi được nữa không?
Lời giải. 

a) Ta định nghĩa “đường đi” là dãy các ô vuông phân biệt sao cho hai ô liên tiếp trong dãy thì có cạnh chung và độ dài đường đi của dãy chính là số ô vuông trong dãy đó trừ đi   













Gọi  là số đồng xu được An lật ngửa lên. Ta xét thuật toán sau đây: chọn đồng xu  bất kỳ có mặt ngửa; trong các đồng xu ngửa còn lại, chọn  bất kỳ mà độ dài đường đi  giữa và là ngắn nhất (nếu có nhiều đồng xu như thế thì chọn  tùy ý một trong số đó). Khi đó, trên đường đi  từ  không còn đồng xu ngửa nào khác. Ta thực hiện lật từng cặp đồng xu liên tiếp trên  thì  đều được tác động đúng một lần (sẽ trở thành sấp), còn các đồng xu khác được tác động hai lần nên không thay đổi trạng thái. Sau thao tác này, số đồng xu sấp giảm đi đúng  đơn vị và ta cứ làm như thế tổng cộng  lần là được.



b) Đánh số các hàng theo thứ tự từ dưới lên, các cột theo thứ tự từ trên xuống và ký hiệu ô ở vị trí  là hàng  cột  Ta xét dãy đường đi như hình vẽ bên dưới:
[image: ]



trong đó xuất phát từ ô  cứ thế đi về . Gọi đây là đường đi  





Đường đi này qua tất cả các ô của bảng, trong đó hai ô  và  được qua  lần nên độ dài đường đi (theo định nghĩa ở câu a) là  Giả sử các đồng xu mặt ngửa xuất hiện trên đường đi theo thứ tự là . Khi đó, Bình sẽ có hai cách ghép cặp các đồng xu đó để tiến hành thao tác (theo thuật toán ở câu a) là 

 hoặc








trong đó việc ghép cặp  là tiến hành lật tất cả các cặp ô trên đường đi từ ô chứa đồng xu  đến ô chứa đồng xu . Dễ thấy các đường đi này là rời nhau và cũng là phân hoạch của  nên tổng lượt thực hiện của cả hai cách chính là độ dài đường đi  vì thế nên sẽ tồn tại một cách ghép cặp có số thao tác không vượt quá , thỏa mãn yêu cầu bài toán.








Tiếp theo, ta sẽ chỉ ra rằng số  như trên là tốt nhất. Tô các ô vuông của bảng theo dạng bàn cờ mà các ô ở góc là đen; khi đó, số ô đen sẽ hơn số ô trắng là  ô. An lật ngửa tất cả đồng xu, trừ một đồng ở ô trắng nào đó. Vì có tổng cộng  đồng xu ở mặt ngửa, mà mỗi lượt chỉ tác động được vào  đồng xu nên cần ít nhất  lượt. Tuy nhiên, để đạt được dấu bằng này, mỗi ô phải được chọn đúng một lần; đồng thời, mỗi lần ta chọn hai đồng xu mặt ngửa trên hai ô khác màu. Vì số lượng này là khác nhau (số đồng xu ngửa trên ô đen là  trong khi trên các ô trắng là ) nên vô lý. Do đó  là giá trị tốt nhất, không thể giảm đi được.
[image: ]
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