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Bài 1 (5,0 điểm). Cho dãy số  xác định bởi





Chứng minh rằng  có giới hạn hữu hạn và tìm 
Lời giải. 

Ta có 


Trước hết ta chứng minh bằng quy nạp  với mọi 


Với  ta có  đúng.



Giả sử  với Ta chứng minh  

Thật vậy, 

 


Suy ra  với mọi 


Tiếp theo ta chứng minh  giảm từ 

Ta có 


    với mọi  


Do đó  giảm từ 



Mặt khác, rõ ràng  bị chặn dưới bởi  Suy ra  có giới hạn hữu hạn.


Đặt  Suy ra 

Vậy 
Bài 2. (5,0 điểm). Tìm tất cả các hàm số thỏa mãn: 

.
	
Cho x=y=0 vào (1), tính được  


* TH1. , cho y=0 vào (1)  suy ra .

	
* TH2. .


Thay  suy ra ( 2)

	


Ở (2) lại thay  bởi  ta được  


Mà từ (1) suy ra   suy ra  (3)

Từ (1) và (3) suy ra  




Với  Thay  bởi  suy ra  

	




[bookmark: MTBlankEqn]Với những giá trị của   để  thì  vì , ta có 



Suy ra , mà  nên 

Hay 

Vậy trong mọi trường hợp ta đều có 

Suy ra .
Thử lại thấy thoả mãn.


Kết luận có 2 hàm . .





Bài 3. (5 đ =2,0đ +3,0đ) Cho tam giác nhọn không cân ABC nội tiếp đường tròn (O). Gọi L, M, N lần lượt là trung điểm các cạnh BC, CA, AB. Giả sử các điểm E, F thuộc AL sao cho  Gọi  Các đường thẳng đi qua A và tâm các đường tròn (KAB), (KAC) lần lượt cắt BC tại P, Q. 
a) Giả sử đường tròn (O) và hai điểm B, C cố định. Chứng minh AK luôn đi qua điểm cố định khi A thay đổi trên (O).
b)  Chứng minh PM, QN cắt nhau trên AT (T là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác APQ).
Lời giải. 
             [image: ]

a) Không mất tổng quát giả sử AB < AC.

Cách 1: Từ giả thiết ta có  

Đặt  



Áp dụng định lí Mê - nê - la – uýt cho  với cát tuyến LEF, ta có  là phân giác ngoài của  

Suy ra    

            suy ra AK là đường đối trung đi qua đỉnh A của tam giác ABC, do đó AK luôn đi qua điểm cố định là giao điểm hai tiếp tuyến tại B, C của (O).





Cách 2: Gọi K’ là điểm nằm trong tam giác ABC sao cho  Khi đó  nên K’ thuộc đường đối trung đi qua đỉnh A của  Suy ra  thẳng hàng. Tương tự K’, B, F thẳng hàng, suy ra 
Do đó AK là đường đối trung trong tam giác ABC, suy ra AK luôn đi qua điểm cố định là giao điểm hai tiếp tuyến tại B, C của (O).



b)  Với cách xác định điểm K như trên ta có AB tiếp xúc với (AKC), AC tiếp xúc với (AKB), suy ra  là hai đường đẳng giác trong   

Từ  Nếu gọi U, V là hình chiếu của O trên AP, AQ thì AMOU, ANOV là hình chữ nhật, suy ra d(O, AP) = AM, d(O, AQ) = AN. Ta có 

Suy ra PM, QN, AO đồng quy.

Mặt khác AB, AC là hai đường đẳng giác trong , suy ra hai đường tròn (O) và (APQ) tiếp xúc nhau rại A, suy ra A, O, T thẳng hàng. Do đó PM, QN và AT đồng quy. 
                
Bài 4 (2,0+3,0). Trong bảng 10×10, viết các số 0, 1, 2, 3, ..., 9 theo thứ tự tùy ý sao cho mỗi chữ số xuất hiện 10 lần.
a) Hỏi có thể làm điều này sao cho mỗi hàng và mỗi cột chứa không quá bốn chữ số phân biệt không?
b) Chứng minh rằng tồn tại một hàng hoặc một cột trong đó có ít nhất bốn chữ số khác nhau.
Lời giải. a) Có thể. 
Xem hình. 
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	2



b) Giả sử mỗi hàng và mỗi cột chứa không quá ba chữ số khác nhau. 

  Với mỗi chữ số n xuất hiện trong an  hàng và bn cột. Tổng    bằng số lần "xuất hiện" tất cả các chữ số ở tất cả các hàng, nghĩa là không vượt quá 30. 




Tương tự,    Suy ra   Mặt khác,    


Nên   

Do đó,  Mâu thuẫn với (1).
Vậy phải tồn tại một hàng hoặc một cột có ít nhất bốn chữ số khác nhau.
Trang 1/4
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