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Bài 1. (5 điểm). 





Cho  và  là hai nghiệm của phương trình . Đặt ,

a) Chứng minh dãy  là dãy giảm.



b) Tìm tất cả các giá trị  sao cho , với mọi  
Bài 2. (5 điểm). 





Cho đa thức  có các hệ số nguyên, giả sử các phương trình  và theo thứ tự mỗi phương trình có ít nhất một nghiệm nguyên lần lượt là .

a) Chứng minh rằng:  là các nghiệm nguyên duy nhất của các phương trình trên.

b) Chứng minh rằng: phương trình   không có hơn một nghiệm nguyên.
Bài 3. (5 điểm). 























Cho tam giác  nhọn, trực tâm , tâm ngoại tiếp . Các điểm  lần lượt đối xứng với  qua . Đường thẳng  cắt đường tròn  tại  khác . Đường thẳng  cắt đường tròn  tại  khác .  cắt  tại  và cắt  tại . Đường thẳng  cắt  tại .


a) Chứng minh rằng tam giác  đồng dạng với tam giác .


b) Chứng minh rằng đường thẳng  vuông góc với đường thẳng .
Bài 4. (5 điểm). 
An và Bình cùng chơi trò chơi với ba đống sỏi, mỗi đống có một số viên sỏi. Mục tiêu của hai người chơi là chiếm lấy viên sỏi cuối cùng và người đó sẽ dành chiến thắng. Hai người chơi lần lượt, An là người chơi trước. Mỗi lượt chơi, người chơi có quyền chọn ra một đống sỏi bất kỳ và lấy đi một số viên sỏi từ đống đó (lấy ít nhất một viên và có thể lấy hết số sỏi của đống). Hỏi ai là người có chiến thuật để dành chiến thắng nếu:

a) Ba đống sỏi có số viên lần lượt là  viên.

b) Ba đống sỏi có số viên lần lượt là  viên.   
                            
                                     ---------------------Hết--------------------

- Thí sinh không được sử dụng tài liệu.
- Cán bộ coi thi không giải thích gì thêm.
Họ và tên thí sinh:………………………………………Số báo danh:………………………

	SỞ GIÁO DỤC VÀ ĐÀO TẠO
HÀ TĨNH

	KỲ THI CHỌN ĐỘI TUYỂN HSG QG
NĂM HỌC 2021 – 2022

HƯỚNG DẪN CHẤM MÔN  TOÁN



Chú ý : - Mọi cách giải đúng, ngắn gọn đều cho điểm tương ứng.
  - Điểm toàn bài không qui tròn.
  - Hội đồng chấm có thể thống nhất để chia các ý có điểm lớn hơn 0.25 thành các ý 
     0.25 điểm (nếu thấy cần thiết).

	CÂU
	NỘI DUNG
	ĐIỂM

	

Câu 1a
3,0đ 

	



Có , trong đó  là hai nghiệm của phương trình  với . Từ đây ta thấy 

.



Trước tiên ta sẽ chứng minh:  và  với mọi  .
	1,0

	
	Chứng minh bằng quy nạp. Ta có 

.



Ta nhận thấy  nên đặt , khi đó ta có .
	1,0

	
	



Do đó . Ta có  nên . Kéo theo .



Vì thế  hay  là dãy tăng, điều này kéo theo  là dãy giảm.
	1,0

	Câu 1b
2,0đ

	


Gọi . Ta nhận thấy vì  nên .


Xét  thì .
	1,0

	
	



Xét . Khi đó ta giả sử tồn tại  thỏa mãn yêu cầu bài toán  với mọi  


Chia hai vế có  ta được  .	


Cho  ta được . Điều này mâu thuẫn với 

.

Vậy chỉ có một giá trị  duy nhất thõa mãn bài toán.
	1,0

	Câu 2a
2,0đ
	
Do 

Cho 
	
0,5


	
	
Do 
	0,5

	
	


Từ đó suy ra .
	0,5

	
	




Giả sử phương trình  có một nghiệm nguyên , lý luận như trên suy ra  mâu thuẫn, suy ra  có một nghiệm nguyên duy nhất là .
	0,5

	
	


Nếu phương trình  có 1 nghiệm nguyên , lý luận tương tự suy ra .



Suy ra   mâu thuẫn, suy ra  là nghiệm nguyên duy nhất của phương trình .


Tương tự  là nghiệm nguyên duy  nhất của phương trình .
	0,5

	Câu 2b
  3.0 đ
	

 Giả sử phương trình  có một nghiệm nguyên .





Trong (1) cho  suy ra  hay  chỉ có thể lấy các giá trị  hay .
	0,5

	
	




Nếu  thì theo vô lý vì  và . Suy ra . 
	0,5

	
	Mặt khác:





, với . Cho chỉ lấy giá trị   hay .
	0,5

	
	



Nếu  thì mâu thuẫn với  và . Suy ra .




Xét  ta thấy nếu  và  thì .



Do đó : nghiệm nguyên  ( nếu tồn tại) của phương trình  được hoàn toàn xác định bởi các số  duy nhất.

Suy ra  không thể có hơn một nghiệm nguyên.
	0,5



	Câu 3a
2,0 đ
	[image: ]
	

	
	




Gọi  là giao điểm của  với . Ta có  (cùng phụ với  ).


Mà  (góc nội tiếp) nên ta suy ra .





Từ đó dẫn đến  cân tại  nên  đối xứng với  qua .





Do  là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác  nên  là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác  suy ra .



Chứng minh tương tự:  là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác  suy ra .



Mặt khác  nên  suy ra  là hình thoi.
	1

	
	

Tứ giác  nội tiếp .


Tứ giác  nội tiếp .

Ta có: .


Mà  là hình thoi .


Từ  suy ra .
	0.5

	
	

Do  là đẳng giác nên 


Từ đó,  hay 

Mặt khác 


Từ  suy ra  .
	0,5

	








Câu 3b
3.0 đ
	




Gọi  lần lượt là điểm đối xứng của  qua . Khi đó  là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác .


Ta có  nên  thẳng hàng.

Tương tự ta thu được  thẳng hàng.
	1

	
	

Mà  nên tứ giác  nội tiếp.

Tương tự ta suy ra ngũ giác  nội tiếp.










Áp dụng định lý Pascal cho hệ điểm  với  là giao điểm của  với ,  là giao điểm của  với  ta suy ra tiếp tuyến tại  của đường tròn , đồng quy.
	1

	
	





Do vậy  là tiếp tuyến của đường tròn , gọi  đối xứng với  qua  ta suy ra .




Mặt khác  nên  là hình bình hành suy ra  suy ra .
	1

	Câu 4a
  2.0 đ
	Ta chứng minh B thắng bằng các nhận xét sau:
· Gọi thế cân bằng là bộ 3 đống sỏi có số viên (0,x,x). Nếu B đưa được về thế cân bằng thì B sẽ thắng (bởi vì A phá thế cân bằng, B lại đưa về thế cân bằng
	0,5


	
	· 
Nếu ở bước đầu tiên, A lấy hết một trong ba đống thì ba đống còn lại có dạng (0,x,y). Khi đó B đưa về thế cân bằng  nên B thắng.
	0,5

	
	· Nếu ở bước đầu tiên, A không lấy hết đống nào thì ba đống còn lại có dạng (x,x,y). Khi đó B đưa về thế cân bằng (0,x,x) nên B thắng.
	1

	Câu 4b
3,0 đ
	 Gọi bộ 3 số (a,b,c) gọi là “tốt” nếu trong khai triển hệ nhị phân:



, , 


Thỏa mãn:  chẵn với . Những bộ còn lại được gọi là bộ xấu.
	0.5

	
	 Nhận xét 1: từ bộ xấu ta đưa được về bộ tốt sau 1 lượt chơi.




Do (a,b,c) là bộ xấu nên tồn tại chỉ số k lớn nhất thỏa mãn  lẻ. Không mất tính tổng quát giả sử  lẻ nên . Xét  trong đó:
· 

 nếu  chẵn.
· 


 nếu  lẻ và 
· 


 nếu  lẻ và .




Khi đó  vì  và  vì .


Khi đó bộ (a-x,b,c) là một bộ tốt vì  chẵn với mọi .
	1

	
	Nhận xét 2: từ một bộ tốt luôn đưa về bộ xấu sau 1 lượt chơi.



Do (a,b,c) là bộ tốt nên  luôn chẵn với . Giả sử sau một lượt chơi ta chọn đống a và lấy đi một số viên và trở thành đống .



Do  nên tồn tại , suy ra  lẻ hay (a’,b,c) là bộ xấu.
	1

	
	Từ 2 nhận xét trên: 

Dễ thấy (2020,2021,2022) là bộ xấu vì . Ta có chiến thuật chơi cho A là:
A đưa bộ ban đầu về bộ tốt. Sau đó cứ mỗi lần B đưa bộ tốt về bộ xấu, A lại đưa bộ xấu về bộ tốt. Do đó A sẽ là người cuối cùng đưa về bộ tốt (0,0,0) và là người chiến thắng.
	0,5
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