	SỞ GIÁO DỤC VÀ ĐÀO TẠO BÌNH PHƯỚC

ĐÁP ÁN CHÍNH THỨC

	HƯỚNG DẪN CHẤM KỲ THI LẬP ĐỘI TUYỂN
CHỌN HỌC SINH GIỎI DỰ THI
CẤP QUỐC GIA THPT NĂM HỌC 2024-2025
Môn thi: Toán
Ngày thi thứ nhất: 16/9/2024


Hướng dẫn chấm này gồm 05 trang và chỉ mang tính chất tham khảo, Ban chấm thi có thể điều chỉnh lại lời giải cũng như phần biểu điểm cho phù hợp.
	Câu
	Nội dung
	Điểm

	Câu 1
(5 điểm)
	






Cho dãy số  xác định bởi  và  với mọi  trong đó ký hiệu  là số nguyên lớn nhất không vượt quá  và 



a) Chứng minh rằng .		b) Tính giới hạn của  khi 

	
	
a) Ta có với mọi  thì 

.
	1,0

	
	

Suy ra  với  Từ đó ta có


 và .
	1,0

	
	



[bookmark: _GoBack]Chia xuống thì được . Chú ý rằng  và  suy ra .
	1,0

	
	


b) Để ý rằng theo các công thức ở trên thì  Bằng quy nạp, ta cũng có được  với mọi 
	0,5

	
	

Cách 1. Đặt  thì . 
	0,5

	
	



Theo quy tắc L’Hopital thì  Mà  nên có ngay , kéo theo 
	1,0

	
	



Cách 2. Dễ thấy rằng  nên . Đặt  thì  Theo công thức khai triển nhị thức Newton thì

.
	1,0

	
	





Chia 2 vế cho  thì , mà  nên theo nguyên lý kẹp,  hay . Do đó, 

	0,5

	Câu 2:
 (5 điểm)
	

Cho hàm số  xác định bởi   (*).






a) Giả sử rằng với mọi  thì  với  là số nguyên tố thứ  Chứng minh rằng  toàn ánh trên 

b) Hỏi có tồn tại hay không hàm số  đơn ánh thoả mãn điều kiện (*)?

	
	



a) Trước hết, thay  vào  ta có  nên  Cũng từ (*), ta dễ dàng có


 với 
	1,0

	
	




Thay  vào (*) thì  với mọi , như thế thì đẳng thức  cũng đúng khi 
	0,5

	
	


Xét một số hữu tỷ  bất kỳ với  và  Khi đó

.


Từ đây, ta thấy rằng  nhận mọi giá trị trên  
	1,0

	
	





Mặt khác,  với mọi , suy ra  nhận mọi giá trị trên  Từ đó  toàn ánh trên 
	0,5

	
	



b) Giả sử tồn tại  đơn ánh thoả mãn điều kiện (*). Xét hai số nguyên tố  phân biệt để có  đều khác  Khi đó, đặt 



 với  và 

Suy ra 
	1

	
	



Ta có  và , suy ra . Tuy nhiên  nên mâu thuẫn với tính đơn ánh. Vì thế điều giả sử là sai, vậy nên không tồn tại hàm đơn ánh thoả mãn điều kiện (*) đã cho.
	1

	Câu 3: 
(5 điểm)  
	



















Cho  là dây cung cố định khác đường kính của  và điểm  thay đổi trên  sao cho tam giác  nhọn, không cân. Gọi  là hình chiếu vuông góc của  trên  và  lần lượt là trung điểm  Đường tròn ngoại tiếp tam giác  với tâm  cắt lại  ở  đường tròn ngoại tiếp tam giác  với tâm  cắt lại  ở  Gọi  là trung điểm của 



a) Chứng minh rằng  và trung điểm của đoạn thẳng  luôn di chuyển trên đường tròn cố định khi  thay đổi.





b) Trung tuyến đỉnh  của tam giác  cắt  ở  chứng minh rằng các đường thẳng  đồng quy. 

	
	[image: ]






a) Giả sử  và gọi  lần lượt là trung điểm  Do  cùng thuộc trung trực  nên 
	0,5

	
	














Ta thấy  và  nên cũng có . Để ý rằng  cùng vuông góc với  Từ đó, suy ra  thuộc đường trung bình của hình thang vuông  nên . Do đó,  là trung điểm của đoạn thẳng  Tương tự,  cũng là trung điểm của đoạn thẳng  nên  là đường trung bình của tam giác  và ta có ngay  
	1,5

	
	









Gọi  lần lượt là trung điểm của đoạn thẳng  và  thì rõ ràng thông qua phép vị tự , ta có  Mặt khác, vì  là hình bình hành nên  cũng là trung điểm của  Vì thế, qua phép vị tự  thì 








Do đó,  là ảnh của  thông qua  là hợp của hai phép biến hình nêu trên (với các tâm và tỷ số cố định), mà  di chuyển trên  cố định nên  sẽ di chuyển trên ảnh của  qua , cũng là một đường tròn cố định.
	1,0

	
	


b) Ta có . Suy ra tứ giác  nội tiếp. Tương tự thì  cũng nội tiếp.
	0,5

	
	





Dựng hình chữ nhật  thì  cùng thuộc đường tròn đường kính  và  nên chùm . Khi đó, tứ giác  điều hòa. 



Dễ thấy  là đi qua trung điểm  nên  thẳng hàng. 
	1,0

	
	






Gọi  là giao điểm của , vì  nên chiếu lên  có  Từ đó suy ra chùm  và theo tính chất quen thuộc của chùm điều hòa trong tứ giác toàn phần thì  đồng quy. 
	0,5

	
	



Ghi chú. Cách khác cho câu b), ta có thể dùng định lý Ceva sin cho tam giác  với các tia  Chú ý rằng để tính tỷ số  ta dùng bổ đề cát tuyến trong tứ giác nội tiếp 

	Câu 4:
(5 điểm)
	




Số nguyên dương  được gọi là “đẹp” nếu như có thể phân chia các số  thành các tập con rời nhau mà mỗi tập có trung bình cộng của các phần tử bằng với số lượng phần tử của tập con đó. Chẳng hạn  là đẹp vì ta có cách phân chia thành  và 


a) Chứng minh rằng  và  là các số đẹp.
b) Chứng minh rằng tồn tại vô hạn số nguyên dương không là số đẹp.

c) Chứng minh rằng mọi số chính phương lớn hơn  đều là số đẹp.

	
	

a) Với ta có cách phân hoạch: 


Với ta có cách phân hoạch: 
	1,0

	
	





b) Theo giả thiết thì mỗi tập con có  phần tử thì có tổng các phần tử là  Giả sử với số nguyên dương  ta có thể chia các số  thành  tập con có số phần tử là:  thì ta có hệ điều kiện sau đây:


Khi đó, ta biến đổi được

 hay


	1,0

	
	




Điều này cho thấy rằng cần có  Từ đây, nếu chọn  chia  dư  hoặc  thì điều kiện trên không được thoả mãn, tức là các số này không thể là số đẹp. Do đó, có vô hạn số nguyên dương không phải là số đẹp.
	0,5

	
	






c) Ta sẽ chứng minh rằng với  là số chính phương, luôn có thể chia  thành hai tập con  thoả mãn đề bài. Gọi  lần lượt là số phần tử của 2 tập con đó, tổng phần tử của các tập con sẽ là  Khi đó, tương tự trên, ta có các ràng buộc như sau:  và .
	1,0

	
	

Rút  (giả sử ) và thay vào phương trình còn lại, ta có

.





Khai triển và thu gọn được  Đặt  với ta giải ra được  và .
	0,5

	
	









Cuối cùng, có thể chọn  (gồm  số lẻ đầu tiên) và  là các số còn lại. Khi đó, tổng các phần tử của  là  nên trung bình cộng là  bằng  Theo cách chọn  thì rõ ràng tập  cũng sẽ có trung bình cộng là  Do đó, cách xây dựng này thoả mãn và mọi số chính phương đều là số đẹp. 
	1,0
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