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Câu 1 (5,0 điểm)




Cho dãy số  thỏa mãn  và , với mọi số nguyên dương .



a) Đặt  với mọi số nguyên dương . Chứng minh rằng dãy số  có giới hạn hữu hạn.


b) Tìm tất cả các số thực dương  sao cho dãy số  có giới hạn hữu hạn.
Câu 2 (5,0 điểm)




Tìm tất cả các đa thức  hệ số thực, thỏa mãn: Nếu tồn tại các số thực  sao cho  thì .
Câu 3 (5,0 điểm)















Cho tam giác   nội tiếp  cố định,  cố định và điểm  thay đổi trên cung lớn  sao cho tam giác  nhọn, không cân . Lấy điểm  trên đường thẳng  và điểm  trên đường thẳng  sao cho , đường tròn cắt  tại  khác .




a) Gọi  là đường kính của . Chứng minh rằng đường thẳng  luôn đi qua điểm cố định khi  thay đổi.






b) Gọi  lần lượt là giao điểm thứ hai của  với đường tròn. Chứng minh rằng giao điểm của và tiếp tuyến tại của đường tròn  luôn nằm trên một đường cố định.





c) Chứng minh rằng tiếp tuyến tại  của đường tròn , tiếp tuyến tại  của  và đường thẳng  đồng quy.
Câu 4 (5,0 điểm)






[bookmark: _GoBack]Có  học sinh ngồi thành một vòng tròn. Ban đầu, một học sinh nào đó sẽ được đưa cho  đồng xu,  là số nguyên dương. Ở mỗi lượt, tất cả các học sinh hiện có ít nhất  đồng xu sẽ chuyển  đồng xu sang hai học sinh ngồi bên cạnh (mỗi người  đồng xu). 

a) Chứng minh rằng với , quá trình này sẽ dừng sau hữu hạn lượt.

b) Chứng minh rằng với , quá trình này sẽ kéo dài vô hạn.
------------------ HẾT ------------------
· Thí sinh không được sử dụng tài liệu và máy tính cầm tay.
· Giám thị không giải thích gì thêm.
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	(Hướng dẫn này có 04 trang)



I. HƯỚNG DẪN CHUNG
1. Hướng dẫn chấm thi này chỉ trình bày sơ lược bài giải. Bài làm của học sinh phải chi tiết, lập luận chặt chẽ, tính toán chính xác mới cho điểm tối đa. Các cách giải khác nếu đúng vẫn cho điểm. Tổ chấm trao đổi và thống nhất chi tiết nhưng không được quá số điểm dành cho câu, phần đó.
2. Có thể chia điểm thành từng phần nhưng không dưới 0,25 điểm và phải thống nhất trong cả tổ chấm. Điểm toàn bài là tổng số điểm các phần đã chấm, không làm tròn.
3. Mọi vấn đề phát sinh trong quá trình chấm phải được trao đổi thống nhất trong cả tổ chấm và ghi vào biên bản.	
II. ĐÁP ÁN, BIỂU ĐIỂM
	Câu
	Sơ lược lời giải/Một số gợi ý chính
	Điểm

	1a
(2,5 điểm)
	
Bằng quy nạp ta chứng minh được rằng: . 
	1,0

	
	

Như vậy,  với mọi số nguyên dương .
	1,0

	
	
Dãy tăng và bị chặn trên nên có giới hạn hữu hạn.
	0,5

	1b
(2,5 điểm)
	

Dựa vào câu a, ta thấy rằng:  với  là số nguyên dương.
	0,5

	
	
Ta xét hai trường hợp của  như sau: 






- Nếu  thì  với mọi số nguyên dương . Do đó  với mọi số nguyên dương . Do đó dãy  không có giới hạn hữu hạn.
	0,5

	
	


Nếu  thì với mọi số nguyên dương : 


Khi đó đặt  thì ta suy ra được rằng: 
	1,0

	
	
Dãy  là dãy tăng và bị chặn trên nên có giới hạn hữu hạn.
	0,5

	2
(5,0 điểm)
	

Nếu  là đa thức bậc chẵn, không mất tính tổng quát giả sử hệ số bậc cao nhất của  là số dương.



Nếu  không có nghiệm thực thì  với mọi số thực . Những đa thức này thỏa mãn điều kiện bài toán.
	1,0

	
	











Nếu  có nghiệm thực , cho  thì ta có  nên  do đó . Vậy  chỉ có nghiệm duy nhất là . Viết  với  là đa thức bậc chẵn vô nghiệm. Khi đó  với mọi số thực  nên



Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi  nên các đa thức như vậy thỏa mãn yêu cầu bài toán.

	1,0

	
	







Nếu  là đa thức bậc lẻ. Chứng minh tương tự ta cũng có  chỉ có nghiệm duy nhất là . Cố định , phương trình  bậc lẻ nên có nghiệm . Như vậy,  và (1)
	1,0

	
	

Cho lần lượt  và  ta có: 











 và , thay ngược trở lại (1) ta có:  hay  với mọi số thực . Đặt , bằng quy nạp ta chứng minh được  với mọi số nguyên . Như vậy . Thử lại  với  là hằng số khác 0.
	1,0

	
	Kết luận: Các đa thức cần tìm là 
· 


 với là số tự nhiên và  là đa thức bậc chẵn vô nghiệm.
· 

 với  là hằng số khác 0.

	1,0

	
	[image: ]
	

	3a
(1,5 điểm)
	

Theo tính chất quen thuộc: nên .
	0,5

	
	





Mặt khác,  và  có cạnh tương ứng vuông góc nên  dẫn tới  Tương tự thì  nên .
	0,5

	
	




Do đó,  nên tứ giác điều hòa hay  đi qua giao điểm của tiếp tuyến tại  của  là điểm cố định.
	0,5

	3b
(1,0 điểm)
	






Gọi  giao điểm của và tiếp tuyến tại của .Áp dụng định lý Pascal cho bộ điểm  trên đường tròn , ta được  thẳng hàng.
	0,5

	
	





Docố định, mà thuộc đường thẳngnên giao điểm của và tiếp tuyến tại của  luôn nằm trên một đường cố định.
	0,5

	3c
(2,5 điểm)
	








Ta chứng minh  tiếp xúc với  là được. Vì  nhọn nên  và  nằm trên tia  dẫn tới: và  do đó, . 
	0,5

	
	









Gọi  là hình chiếu của  trên  và  cắt lại  tại . Vì  nhọn nên  nằm trong đoạn  dẫn tới: 
	0,5

	
	


Mặt khác vì nên  là hình thang cân, kết hợp với bổ đề cát tuyến thì: .

	0,5

	
	
Tóm lại .
	0,5

	
	


Do đó,  nên  tiếp xúc với .
	0,5

	4a
(2,5 điểm)
	

Đánh số các học sinh  theo thứ tự trên đường tròn và quy ước .
Giả sử rằng quá trình này sẽ kéo dài vô hạn, ta sẽ chứng minh rằng mỗi học sinh sẽ phải chuyển các đồng xu vô hạn lần (1)
	0,5

	
	



Thật vậy, giả sử tồn tại một học sinh chuyển các đồng xu hữu hạn lần trong cả quá trình. Rõ ràng do quá trình kéo dài vô hạn nên cũng tồn tại một học sinh chuyển các đồng xu vô hạn lần. Như vậy tồn tại hai học sinh kề nhau, giả sử là , mà chuyển các đồng xu hữu hạn lần và  chuyển các đồng xu vô hạn lần. Đây là điều mâu thuẫn vì như vậy kể từ lúc nào đó trở đi số đồng xu của  sẽ tăng ra vô hạn.

	1,0

	
	







Với mỗi hai học sinh ngồi cạnh nhau, giả sử là , ta gọi  là đồng xu đầu tiên được trao đổi giữa hai học sinh này. Ta có thể giả sử trong suốt quá trình, đồng xu  được giữ ở vị trí của  và  bởi vì bất kể ai có đồng xu  và thực hiện chuyển các đồng xu, ta có thể giả sử  được chuyển sang vị trí người còn lại. Mặt khác do  nên theo lập luận này thì có hai học sinh sẽ không chuyển xu qua lại, mâu thuẫn với nhận xét (1).
	1,0

	4b
(2,5 điểm)
	




Giả sử đồng xu được cầm bởi học sinh  có khối lượng là . Ban đầu, không mất tính tổng quát giả sử  cầm hết  đồng xu nên khối lượng tất cả các đồng xu ban đầu là . 
	0,5

	
	


Sau đó, tổng khối lượng của các đồng xu sẽ không đổi hoặc thay đổi ( trường hợp chuyển từ  sang  và ngược lại). Vậy tổng khối lượng các đồng xu trên vòng tròn luôn chia hết cho 2022. 
	1,0

	
	

Mặt khác, để ý rằng quá trình kết thúc khi mỗi học sinh có đúng một đồng xu (do ). Khi này tổng khối lượng các đồng xu là:  là một số không chia hết cho 2022. Vậy quá trình này sẽ kéo dài vô hạn.
	1,0



------------------ HẾT-----------------------
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