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[bookmark: MTBlankEqn]Tìm tất cả các số nguyên dương  sao cho với mọi số nguyên , tồn tại số nguyên  thỏa mãn chia hết cho .
	

	
	




Ta đi tìm các số nguyên  sao cho tập  là hệ thặng dư đầy đủ modulo , ta gọi tính chất này là (*).  Ta dễ dàng kiểm tra được rằng tính chất (*) đúng với , và sai khi . 
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Nếu  thì , nên  thỏa mãn (*)  khi và chỉ khi không tồn tại  với  và 
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Đầu tiên, chúng ta chứng minh rằng 3j thỏa mãn (*) với mọi . Giả sử rằng  với  ta có  Do đó , dễ dàng kiểm tra được rằng  không chia hết cho 3. 
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Tiếp theo, ta chú ý rằng nếu A không là hệ thặng dư đầy đủ modulo số nguyên , thì nó cũng không là hệ thặng dư đầy đủ modulo bội số của số nguyên . Do đó chúng ta chỉ cần chứng minh rằng mọi số nguyên tố   không thỏa mãn (*). 
	1

	
	




Nếu , thì tồn tại số  sao cho . Do đó, ta xét  để thu được đồng dư thức 



















Giả sử bây giờ rằng . Ta sẽ chứng minh rằng tồn tại số nguyên  không chia hết cho  sao cho . Ta luôn giả sử được rằng  vì nếu không thì  thỏa mãn  , dẫn đến  và . Gọi  là nghịch đảo modulo  của . Suy ra, ta có . Chú ý rằng  có thể lấy trên giá trị của mọi thặng dư không bình phương modulo . Nếu ta có thể tìm được  sao cho  không là thặng dư bình phương modulo , giá trị của  kéo theo ngay lập tức. 
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Nếu  thì  khi và chỉ khi  chia hết . Do đó, ta thu được  nhận  giá trị khi  chạy trong B. Vì tồn tại  thặng dư không bình phương modulo  , nên  giá trị của  nhận 0 và mọi thặng dư bình phương. 
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Xét C là tập gồm tất cả các thặng dư bình phương modulo  và 0. Giả sử rằng  và xét . Suy ra . Vậy , nghĩa là  hay . Ngoại trừ trường hợp , quan hệ trên kéo theo , mâu thuẫn. Ta thu được điều phải chứng minh.
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(7đ)
	Cho tam giác ABC nhọn, có đường tròn nội tiếp (I) tiếp xúc với các cạnh BC, CA, AB lần lượt tại D, E, F. Đường thẳng đi qua D vuông góc với EF cắt lại đường tròn (I) tại R. Đường thẳng AR cắt lại đường tròn (I) tại P. Gọi Q là giao điểm thứ hai của hai đường tròn ngoại tiếp các tam giác PCE và PBF. 
a) 

Gọi  là đường tròn ngoại tiếp tam giác IBC. Chứng minh rằng Q thuộc .
b) 
Giả sử T là giao điểm khác Q của đường thẳng PQ với đường tròn . Gọi N là trung điểm của EF. Chứng minh rằng IT đi qua trung điểm của DN.
c) Chứng minh rằng DI, PQ và đường phân giác ngoài của góc BAC đồng quy.
	

	
	a) Ta có (BQ,QC) = (BQ,QP) + (PQ,QC) = (BF,FP) + (PE,EC) = (EF,EP) + (FP,FE) = (FP,EP) = (DF,DE) = (BI,IC). Suy ra điểm Q thuộc đường tròn (BIC).
[image: ]
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	b) Gọi DN giao (I) tại điểm thứ hai là S. QP cắt lại (BIC) tại T. PN cắt lại (I) tại K. Chú ý rằng K và R đối xứng nhau qua AN. Ta có 
(BI,IT) = (BQ,QT) = (BF,FP) = (FK,KP) .
Suy ra FD vuông góc với FK và FD vuông góc với BI, vậy FK và BI song song với nhau. Do đó, IT song song với đường thẳng đi qua ba điểm K, N, P.  Từ DI = IK, suy ra đường thẳng IT đi qua trung điểm của DN là M.
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	c) Gọi giao điểm của phân giác ngoài góc A và DI là L. N là trung điểm của EF, N nằm trên đường thẳng AI và N là cực của đường thẳng AL đối với đường tròn (I). Từ 
AN.AI = AE2 = AR. AP,
ta có bốn điểm R, I, N, P đồng viên. Vì IR = IP, đường thẳng NI phân giác ngoài của góc PNR, suy ra PN cắt lại (I) tại K, K đối xứng với R qua AN.
       Giả sử DN cắt lại (I) tại S. Vì L nằm trên đường đối cực AL của N, đường thẳng PS đi qua L. Do đó, chúng ta chỉ cần chứng minh ba điểm S, Q, P thẳng hàng.
       Gọi E’ và F’ lần lượt là trung điểm của DE và DF. Từ DE’. E’F = DE’2 = BE’.E’I, điểm E’ nằm trên trục đẳng phương của (I) và (BIC), cũng đúng đối với F’. Do đó trục đẳng phương E’F’ này đi qua M. Suy ra IM.MT = DM.MS, vậy S, I, D, T đồng viên. Điều này chứng minh rằng (DS,ST) = (DI,IT) = (DK,KP) = (DS,SP). Vậy S, P, T thẳng hàng.
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Cho bảng ô vuông  mà mỗi ô điền một trong các số . Một hình chữ Z là bảng  hoặc  nhưng bị mất đi hai ô ở hai góc đối diện nhau như các hình bên dưới
a) Hỏi có tất cả bao nhiêu cách điền số lên bảng sao cho trong mỗi hình chữ Z, số lượng số chẵn bằng số lượng số lẻ? 
b) 

Tìm tất cả các số nguyên dương  sao cho tồn tại cách điền số lên bảng mà trong mỗi hình chữ Z, tổng của cả bốn số đều chia hết cho .
	

	
	a) Ta chỉ quan tâm đến tính chẵn, lẻ của các ô trên bảng nên ta coi các ô số chẵn là điền số 0, và các ô lẻ là điền số 1. Như vậy, yêu cầu bài toán là tổng các ô trong mỗi chữ Z là bằng 2. Xét bảng con 3 x 3 được điền như sau 
                                                    A B C
                                                    D E F
                                                    G H I
Trường hợp 1: Nếu A = B, do A + B + E + F = 2, suy ra E = F và A + E = 1. Ta có C + E + F + H = 2 nên C = H và C + E = 1 nên A = B = C. Kết hợp B + C + D + E = 2 suy ra D = E = F. Áp dụng mô hình, suy ra tất cả các số ở hàng lẻ đều bằng A, các số ở hàng chẵn đều bằng D. Kiểm tra được thỏa mãn bài toán.
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	Trường hợp 2: A = D, thực hiện tương tự suy ra tất cả các số ở cột lẻ đều bằng A và các số ở cột chẵn đều bằng B.
Trường hợp 3: Nếu A + B = 1 và A + D = 1, suy ra B = D. Ta có G + D + E + B = 2 nên suy ra G = E và E + D = 1, suy ra A = E = G, suy ra các ô ở vị trí (i,j) sẽ bằng A nếu i + j chẵn và bằng B nếu ngược lại. Dễ kiểm tra thỏa mãn yêu cầu bài toán.
	1

	
	
Trong tất cả các trường hợp, các số chẵn, số lẻ đều thuộc vào hai nhóm ô, giả sử cần điền các số chẵn vào các ô 




với  (ở đây có 6 cách chọn cho k ô này). Có  cách điền các ô chẵn và tương tự có  cách điền các số chẵn nên có  cách điền.
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	b) Xét bảng con 4 x 4 của bảng ô vuông được điền như sau 
                                               A1 A2 A3 A4 
                                               B1 B2 B3 B4
                                               C1 C2 C3 C4
                                               D1 D2 D3 D4





Ta có A1 + A2 + B2 + B3  A2 + B2 + B3 + C3 (mod m), suy ra A1  C3 (mod m). Tương tự, ta suy ra A2  C4 (mod m), A3  C1 (mod m), A4  C2 (mod m).
Từ đây, ta suy ra bảng chỉ phụ thuộc vào 8 ô đầu tiên. Xét bảng theo modulo m
                                             A1 A2 A3 A4 
                                             B1 B2 B3 B4
                                             A3 A4 A1 A2
                                             B3 B4 B1 B2







Suy ra các số dư khi chia cho m không vượt quá 8 nên . Nếu m không là ước của 8, ta gọi  là số các số nguyên chia cho m dư  trong đoạn từ 1 đến 32002. Ta có . Lại có,  là bội của , mà do , theo nguyên lý Dirichlet tồn tại i sao cho

.

Suy ra m = 3. Theo nguyên lý Dirichlet, tồn tại i sao cho  (vô lý).
Vậy m là ước của 8.
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Với m = 4, ta chọn ,,,  theo modulo 4 và điền theo quy tắc trên, đây là mô hình khi lấy ra bảng 8 x 8
                                             0 1 2 3 0 1 2 3
                                             0 1 2 3 0 1 2 3
                                             2 3 0 1 2 3 0 1
                                             2 3 0 1 2 3 0 1
Dễ dàng kiểm tra bảng này thỏa mãn
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Với m = 8, do số lượng các số chia cho 8 dư 0, 1, 2, …, 7 là bằng nhau nên  là hoán vị của  theo mod 8, xét bảng 
                                              A1 A2 A3 A4 
                                              B1 B2 B3 B4
                                              A3 A4 A1 A2
                                              B3 B4 B1 B2



Có , suy ra . Tương tự có .


Suy ra , hay . Lại có



Hay .
Chú ý rằng 


Ta có điều vô lý.

Kết luận : 
	1
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