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	Câu
	Đáp án
	Điểm

	1
	
Tìm tất cả các hàm số  thoả mãn 



(Trong đó  là tập các số thực dương)
	5,0

	
	


Đặt  Thay  vào phương trình (1) ta được 




Cho  ta có . Thay  và thay y bởi  vào phương trình (1) ta được



Theo (2) ta có 

Do đó 




Thay  vào phương trình trên ta được  Từ đó ta có  và 
	1,0

	
	
Phương trình (2) viết lại thành 


Từ đây ta dễ dàng chứng minh được  và 


Thay  bởi  vào phương trình (1) với chú ý ở kết quả (3) ta được 


và

Từ đó suy ra 
	1,0

	
	


Thay  bởi  vào phương trình trên và sử dụng kết quả (4) ta suy ra 



Thay  bởi  vào phương trình trên ta được .   (5)
	1,0

	
	


Ta chứng minh  đơn ánh. Thật vậy, giả sử tồn tại hai số thực  sao cho .



Thay  bởi  vào phương trình (1), đối chiếu các kết quả ta có 


Từ đó suy ra , trong đó 


Thay  bởi  vào phương trình (1) và sử dụng kết quả trên ta có 





Thay  vào phương trình trên, ta được  mâu thuẫn. Vậy  đơn ánh.
	1,0

	
	
Kết hợp với (5), ta suy ra  Thử lại, thoả mãn bài toán.
	1,0

	2
	







a) Cho tam giác . Tiếp tuyến tại  của  cắt đường thẳng tại . Các điểm thoả mãn . Chứng minh rằng  thẳng hàng.











b) Cho tam giác  có tâm ngoại tiếp là , gọi  là trung điểm của  Các  đường cao . Gọi  là giao điểm của và , các điểm  được xác định tương tự. Chứng minh rằng  cùng đi qua một điểm thuộc đường thẳng Euler của tam giác 
	6,0

	
	a/
[image: ]


Do  nên tồn tại đường tròn  tiếp xúc BD tại B và tiếp xúc CE tại C.

Xét đường tròn (ABC) ta có .




Xét hai đường tròn  và đường tròn , từ nên  A, D, E có cùng phương tích với hai đường tròn. Suy ra  thẳng hàng.
	2,0

	
	b/ 
Trước hết ta phát biểu và chứng minh bổ đề:












Cho góc là đẳng giác trong góc . Gọi  là hình chiếu của trên ;  là hình chiếu của  trên . Gọi  là giao điểm của  với  Khi đó bốn điểm  đồng viên
[image: ]
[image: ]
	1,0

	
	Quay lại bài toán.
[image: ]



Gọi  là giao của với .












Ta có  đẳng giác trong góc ,  là hình chiếu của  trên  và  là hình chiếu của  trên  suy ra  thuộc  Tương tự  thuộc .
	1,0

	
	




Gọi  là giao điểm của  với  khác  Ta chứng minh 





Thật vậy ta có , suy ra  thuộc  hay  thuộc .
	1,0

	
	

Tương tự cũng chứng minh được thuộc .



Do đó  cùng đi qua  thuộc đường thẳng Euler của tam giác 
	1,0

	
	
	

	3
	






a) Cho là số nguyên tố lẻ ,,là các số nguyên dương. Gọi  và . Chứng minh rằng : chia hết cho .


b) Tìm bộ số nguyên dương  sao cho .
	5,0

	
	a/


Nhận xét : thì 

Thật vậy   

(do  )

Từ đó ta có  

Suy ra 
	1,0

	
	
Vậy 



	1,0

	
	
Do đó ta có 


( do)
	0,5

	
	

b/ Đặt . Điều này tương đương với 









Nhận xét  luôn tồn tại một ước nguyên tố  sao cho  và  lẻ. Vì nếu ngược lại chỉ toàn các ước nguyên tố có dạng  và các ước nguyên tố dạng  nhưng với số mũ chẵn trong phân tích tiêu chuẩn của , điều này suy ra  (mâu thuẫn).

Khi đó, ta có 
	1,0

	
	
Vì  nên 


	0,5

	
	

Suy ra , điều này mâu thuẫn vì 
(Có thể suy ra mẫu thuẫn như sau:

)
Vậy không có các số nguyên dương thoả mãn bài toán.
	1,0

	4
	Tại một số ô của hình vuông 100x100 người ta đặt một quân cờ màu đỏ hoặc màu xanh; các ô còn lại bỏ trống. Một quân cờ nhìn thấy một quân cờ khác nếu chúng cùng hàng hoặc cùng cột. Biết rằng mỗi quân với nhìn thấy đúng 5 quân cờ khác màu (và có thể một số con cùng màu).Tìm số lớn nhất các quân cờ có ở các ô của hình vuông.
	4,0

	
	Đáp số của bài toán là 1800 quân cờ.
Ví dụ đặt được 1800 quân cờ được xây dựng như sau: ta lấy ra từ hình vuông 100x100 một hình bao chiều rộng 5, hình bao này gồm 4 hình vuông 5x5 ở 4 góc và 4 hình chữ nhật 5x90. Ta đặt các quân cờ vào 4 hình chữ nhật này. Hình bên trái và bên trên ta đặt các quân cờ màu đỏ, hình bên phải và bên dưới ta đặt các quân cờ màu xanh. Cách sắp xếp này thoả mãn điều kiện bài toán và có 90x10 quân cờ màu đỏ và 90x10 quân cờ màu xanh , tổng cộng là 1800 quân cờ.
	1,0

	
	Ta chứng minh rằng số quân vờ không thể quá 1800. Xét một cách đặt quân cờ thoả mãn điều kiện bài toán. Ta gọi một dãy (một hàng hay cột) là khác nhau màu nếu dãy đó chứa đủ cả 2 màu. Ta có hai nhận xét sau:
+) Nhận xét 1: mỗi một quân cờ đều thầy một quân cờ nào đó, do đó mỗi quân cờ thuộc ít nhất một dãy khác màu.
+) Nhận xét 2: Vì dãy khác màu chứa quân cờ màu đỏ nên trong dãy này chứa không quá 5 quân cờ màu xanh.Tương tự trong dãy có không quá 5 quân cờ màu xanh.Tức là mỗi dãy khác màu chứa không quá 10 quân cờ.
	1,0

	
	



Giả sử trên bảng có  cột khác màu và  dòng khác màu. Nếu như . Khi đó tổng số quân cờ trên bảng không vượt quá  quân cờ.
	1,0

	
	






Nếu . Khi đó trong  dòng có tối đa mỗi dòng 10 quân cờ. Mặt khác mỗi một quân cờ đều thuộc dãy khác màu, tức là chúng không thể nằm ở giao của  cột cùng màu và  dòng cùng màu . Vì thế trong  dòng cùng màu có không quá  quân cờ, và tổng số quân cờ không quá 


Bất đẳng thức cuối đúng vì  và 
	1,0


---------------Hết---------------
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