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I. Hướng dẫn chấm :
- Học sinh giải đúng bằng cách khác vẫn cho điểm tối đa theo thang điểm tương ứng.
- Bài thi chấm theo thang điểm 20, điểm lẻ trong mỗi câu chi tiết đến 0,25 điểm.
- Điểm toàn bài bằng tổng các điểm thành phần, điểm toàn bài không làm tròn.
II. Biểu điểm :


[bookmark: MTBlankEqn]Câu 1. (5 điểm) Cho dãy số  xác định như sau:  

a) Tìm ;

b) Chứng minh rằng .
	Câu 1
	Nội dung
	Thang điểm

	a
	
Sử dụng pp qui nạp chứng minh  (1)
	0,5

	
	
Chứng minh được  
	1

	
	
Suy ra 
	1

	
	

Suy ra  suy ra  
	0,5

	b
	

Do hàm số  liên tục và nghịch biến nên suy ra  
	0,5

	
	

Ta có  suy ra 


 vì . 
	0,75

	
	

Đặt  ta có  

Và do đó  suy ra điều phải chứng minh.
	0,75




Câu 2. (45 điểm). Tìm tất cả hàm số  thoả mãn 


	Câu 2
	Nội dung
	Thang điểm

	
	
Giả sử 


Ở (1) thay  suy ra  (2)


Ở (1) thay  suy ra   (3)

Từ (2) và (3) ta có 
	1

	
	


Nếu  thì từ (1) thay  ta có 
	1

	
	

Nếu  thì  là một đơn ánh. 



Ở (1) thay  ta có  suy ra 
	1

	
	







Với  (do đơn ánh), thay  bởi   suy ra  từ đó ta cũng có  để  suy ra  hay  
	0,5

	
	



Ở (1) Thay  suy ra   mà  là một đơn ánh suy ra . 


Suy ra  hoặc .
	0,5






[bookmark: _Hlk508256871]Câu 3 (5 điểm). Cho tam giác ABC nhọn nội tiếp đường tròn  và D là một điểm di động trên cung nhỏ BC (D khác B và C). Gọi I, J lần lượt là tâm đường tròn bàng tiếp ứng với đỉnh A của các tam giác ABD và ACD. 
a) Gọi T là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác DIJ . Chứng minh rằng OT có độ dài không đổi khi D thay đổi trên cung nhỏ BC.
b) Chứng minh rằng đường tròn ngoại tiếp tam giác DIJ luôn đi qua một điểm cố định khi D thay đổi trên cung nhỏ BC.

	Câu 3
	Nội dung
	Thang điểm

	a
	[image: ]
	

	
	







Giả sử trung trực  cắt  tại  và  lần lượt là điểm chính giữa của các cung nhỏ DB và DC. Do  là tâm bàng tiếp tam giác  nên theo kết quả cơ bản ta có . Cũng do M là điểm chính giữa cung AD nên dễ chứng minh được 
	1

	
	




Gọi  là tâm của  thì  thẳng hàng (cùng thuộc trung trực của ). Tương tự ta cũng có  thẳng hàng.
	1

	
	








Ta có sđsđ, suy ra  không đổi. Tương tự  không đổi. Như vậy tam giác  có hai góc ,  và cạnh MN không đổi, suy ra  là trung tuyến cũng không đổi (đpcm).
	1

	b
	[image: ]
	

	
	


Gọi  lần lượt là điểm chính giữa của cung lớn AC và AB. Dễ thấy  và  (tính chất của tâm đường tròn bàng tiếp).
	0,5

	
	



Gọi  là giao điểm khác  của  và 


Ta có  nên 
	0,5

	
	





Do đó, , điều này cho thấy tứ giác  là điều hòa, suy ra  cố định (vì  cố định). Vậy  luôn đi qua điểm  cố định.
	1





Câu 4. (3 điểm)  Tìm các số nguyên tố p sao cho tồn tại các số nguyên dương  thỏa mãn .
	Câu 4
	Nội dung
	Thang điểm

	
	



Với  ta có  và . Vậy  thỏa mãn yêu cầu đầu bài.
Ta chứng minh mọi p > 3 đều không thỏa mãn. Thật vậy,  giả sử có p > 3 mà tồn tại các số nguyên n, x, y thỏa mãn yêu cầu, giả sử n là số nguyên dương nhỏ nhất thỏa mãn. 
	1

	
	


Vì  nên  và .












Do  mà  nên  và  suy ra  mà p không là ước của 3 nên  hoặc , nhưng  nên đồng thời và . Ta suy ra n > 3. Vậy  và .
	1

	
	


Do đó điều kiện của đầu bài trở thành  trong đó  là những số nguyên dương. Điều này mâu thuẫn với tính chất nhỏ nhất của n. Vậy ngoài  không còn giá trị nào khác của p thỏa mãn.
	1











Câu 5. (3 điểm) Cho tập hợp  và  là các tập con của  sao cho với mọi phần tử , tồn tại đúng  tập hợp chứa . Chứng minh rằng tồn tại các chỉ số  đôi một phân biệt sao cho  
	Câu 5
	Nội dung
	Thang điểm

	
	

Sử dụng pp phản chứng: Giả sử với mọi chỉ số  ta luôn có 


Đặt  suy ra  
	1

	
	



Do mỗi phần tử của  thuộc đúng  tập hợp  suy ra  
	1,5

	
	
Suy ra  đây là điều vô lý.

Vậy 
	0,5
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