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	Bài
	Nội dung
	Điểm

	1
(4.0 điểm)
	

Cho dãy số  thỏa mãn . Chứng minh rằng dãy trên có giới hạn hữu hạn và tìm giới hạn đó.

	
	

Xét hàm số  ta có .
Bảng biến thiên:
	

	

                                 

	

	
              +

	

	[image: ]                                         1

0




Từ bảng biến thiên suy ra , hay là .
	1.5

	
	


Ta có  (do ) suy ra  là dãy giảm và bị chặn dưới nên hội tụ.
	1.5

	
	

 thì .
	1.0

	2
(4.0 điểm)
	



Cho đa thức  có bậc không quá  thỏa mãn . Chứng minh rằng .

	
	
Theo công thức nội suy Lagrange ta có 
	1.0

	
	

	0.5

	
	



	0.5

	
	



	0.5

	
	


	0.5

	
	



	0.5

	
	



	0.5

	3
(4.0 điểm)
	






Cho tam giác  nhọn, , trọng tâm , các đường cao  đồng quy tại  ( lần lượt nằm trên ).





a) Đường tròn  cắt đường tròn đường kính  tại  khác . Chứng minh rằng  thẳng hàng.








b) Các điểm  lần lượt trên các đường thẳng  sao cho  tương ứng vuông góc với . Chứng minh rằng các đường tròn  cùng đi qua một điểm  khác  và  thẳng hàng.

	
	[image: ]

	
	



a) Gọi  thì .
	1.0

	
	


Tương tự .



Suy ra  là trung điểm  hay  thẳng hàng.
	1.0

	
	


b) Theo phương tích cho các đường tròn  và  ta có .





Hay  có cùng phương tích với đường tròn ngoại tiếp  và đường tròn Euler của tam giác . Tương tự suy ra  cùng nằm trên trục đẳng phương  của hai đường tròn.
	1.0

	
	



Có  vuông góc với  (do tâm đường tròn Euler của tam giác  là trung điểm ).




Gọi  thì do các tứ giác  và  nội tiếp nên .

Như vậy . Tương tự ta có điều phải chứng minh.
	1.0

	4
(4.0 điểm)
	
Chứng minh rằng phương trình  có vô hạn nghiệm tự nhiên.

	
	


Xét phương trình Pell  có nghiệm nguyên dương nhỏ nhất là  nên toàn bộ nghiệm tự nhiên của phương trình  là


 với 
	1.0

	
	


Gọi  là tập hợp tất cả các số tự nhiên có thể biểu diễn dưới dạng  với . 


Ta cần chứng minh có vô số  để . 


Với  thì theo khai triển nhị thức Newton ta có .
	1.0

	
	

Và  nên .
	0.5

	
	


Ta chứng minh quy nạp . Với  thì  đúng.
	0.5

	
	

Giả sử khẳng định đã đúng với , ta chứng minh khẳng định cũng đúng với .




Chú ý rằng  với  nên ta chứng minh rằng nếu  thì .
	0.5

	
	

Thật vậy, nếu  thì .
Vậy ta có điều phải chứng minh.
	0.5

	5
(4.0 điểm)
	













Xâu tam phân độ dài  có dạng  với . Một xâu con liên tiếp bằng nhau cực đại của  có dạng  với  mà , ngoài ra  (nếu ) và  (nếu ). Ví dụ xâu  có các xâu con liên tiếp bằng nhau cực đại là  và . 



a) Gọi  là tập tất cả các xâu tam phân độ dài  mà các xâu con liên tiếp bằng nhau cực đại đều có độ dài lẻ. Chứng minh rằng .





b) Gọi  là tập tất cả các xâu tam phân độ dài  mà  và  không bao giờ đứng cạnh nhau. Chứng minh rằng .

	
	



a) Gọi  là tập tất cả các xâu thuộc  mà xâu con liên tiếp bằng nhau cực đại cuối cùng lần lượt có độ dài là  và có độ dài là ít nhất . 
	0.5

	
	

Xét ánh xạ  với .



Do có  cách chọn  nên .
	0.5

	
	


Xét ánh xạ  thì  là song ánh nên .
	0.5

	
	
Do đó , suy ra điều phải chứng minh.
	0.5

	
	


b) Gọi  là tập tất cả các xâu thuộc  mà tận cùng lần lượt là .

Do tính đối xứng nên ta có .
	0.5

	
	

Ngoài ra  và .
	0.5

	
	


Khi đó  .
	0.5

	
	

Đặt  thì theo câu a, rõ ràng ta cũng có .


[bookmark: _GoBack]Cuối cùng vì  nên , suy ra điều phải chứng minh.
	0.5

	Tổng
	
	20.0


---------- HẾT ----------
Lưu ý khi chấm bài:
- Đáp án chỉ trình bày một cách giải bao gồm các ý bắt buộc phải có trong bài làm của học sinh. Khi chấm nếu học sinh bỏ qua bước nào thì không cho điểm bước đó.
- Nếu học sinh giải cách khác, giám khảo căn cứ các ý trong đáp án để cho điểm.
- Trong bài làm, nếu ở một bước nào đó bị sai thì các phần sau có sử dụng kết quả sai đó không được điểm.
- Học sinh được sử dụng kết quả phần trước để làm phần sau.
- Điểm toàn bài tính lẻ đến 0,25 và không làm tròn.
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