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[bookmark: MTBlankEqn]Bài 5  (6,0 điểm).  Tìm tất cả các hàm số  thỏa mãn đẳng thức


với mọi 
Bài 6  (7,0 điểm). 



 Tìm tất cả các cặp số nguyên dương  thoả mãn  



  Cho dãy số xác định bởi   


Chứng minh rằng với mọi số nguyên dương  thì  là số chính phương.






Bài 7 (7,0 điểm). Trong một trò chơi tập thể,  bạn học sinh của lớp  đứng thành một vòng tròn. Để chuẩn bị cho trò chơi, cô giáo phát  lá cờ giống hệt nhau cho  bạn, mỗi bạn một lá. Trò chơi sẽ được bắt đầu nếu giữa hai bạn nhận được cờ bất kỳ không có đúng  hoặc đúng  người. 


 Tìm giá trị lớn nhất có thể của  để trò chơi có thể bắt đầu.



 Với  nhận giá trị lớn nhất có thể ở câu  nếu cô giáo phát cờ một cách ngẫu nhiên, hãy tính xác suất để trò chơi sẽ được bắt đầu.
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Bài 5 (6,0 điểm). 
	Bài
	Nội dung
	Điểm

	Bài 5
	
Tìm tất cả các hàm số  thỏa mãn đẳng thức:


, với mọi .
	6,0

	
	

+) Nếu  với mọi , thử vào phương trình đã cho ta thấy thỏa mãn.







+) Nếu tồn tại  sao cho [image: ]. Khi đó với  sao cho , từ phương trình trên thay  bởi  và  lần lượt bởi  ta được:

  (1)
và 

 (2).


Từ (1) và (2) ta được . Vậy  là một đơn ánh.
	2,0

	
	
Thay  vào phương trình ta được: 



, sử dụng  là đơn ánh ta được .
	2,0

	
	

Mặt khác thay  và phương trình và sử dụng  ta được: 




Vậy  hoặc .
	2,0



Bài 6 (7,0 điểm =5,0 điểm +2,0 điểm). 

	Bài
	Nội dung
	Điểm

	Bài 6a)

	

Tìm tất cả các cặp số nguyên dương  thoả mãn  
	5,0

	
	
Với  thoả mãn.


Với Ta có 

Ta chứng minh 







Do  lẻ nên  phải là một số lẻ. Gọi là ước số nguyên tố nhỏ nhất của   là cấp của 2. Ta có 



Ta có  nên , mặt khác theo định lí Fermat  










Do đó  và , suy ra .  Do là ước số nguyên tố nhỏ nhất của  nên , tức là , suy ra và. Hay ta có 
	2,0

	
	
Theo bổ đề LTE ta có  (1)

Từ phương trình đầu ta có  nên

[bookmark: _GoBack]




Sử dụng (1) điều này trở thành   Hay  Nhưng do  nên 



 Vậy  với  là số nguyên dương lẻ thỏa mãn 
	2,0

	
	












Ta chứng   Giả sử . Gọi  là ước số nguyên tố nhỏ nhất của ,  lẻ, do nên . Gọi  là cấp của.  Ta có , do đó   nên . 













Từ đó suy ra  và  hay . Do  là ước số nguyên tố nhỏ nhất của  nên, tức là, suy ra và  với . Vô lý. Vậy điều giả sử là sai nên và . Thử lại thấy  đúng.

Vậy 
	1,0




	Bài
	Nội dung
	Điểm

	Bài 6b)

	


  Cho dãy số xác định bởi   


Chứng minh rằng với mọi số nguyên dương  thì  là số chính phương.
	2,0

	
	
Ta có .

Từ .

Do đó ta có 



.

Do đó 
	1,0

	
	
Do đó . 
Ta có điều phải chứng minh.
	1,0




Bài 7 (7,0 điểm=2,0 điểm+5,0 điểm). 
	Bài
	Nội dung
	Điểm

	Bài 7
(7,0 điểm)


	





Trong một trò chơi tập thể,  bạn học sinh của lớp  đứng thành một vòng tròn. Để chuẩn bị cho trò chơi, cô giáo phát  lá cờ giống hệt nhau cho  bạn, mỗi bạn một lá. Trò chơi sẽ được bắt đầu nếu giữa hai bạn nhận được cờ bất kỳ không có đúng  hoặc đúng  người. 

a) Tìm giá trị lớn nhất có thể của  để trò chơi có thể bắt đầu.

b) Với  nhận giá trị lớn nhất có thể ở câu a), nếu cô giáo phát cờ một cách ngẫu nhiên, hãy tính xác suất để trò chơi sẽ được bắt đầu.
	7,0

	
	



a) Kí hiệu các học sinh theo chiều kim đồng hồ lần lượt là  Ta chia các học sinh thành  nhóm  với  



Nếu một nhóm  nào đó có hai học sinh nhận được cờ thì giữa hai học sinh đó có đúng  người, trái giả thiết. Do đó mỗi nhóm có nhiều nhất một học sinh nhận cờ, suy ra  

Bây giờ, ở mỗi nhóm cô giáo sẽ phát cờ cho đúng một học sinh, ta có  người sau thỏa mãn giả thiết:




Vậy giá trị lớn nhất có thể của  là 
	2,0

	
	





b) Với  Số cách phát  lá cờ cho  học sinh chính là số cách chọn  học sinh trong  học sinh. Suy ra 


Gọi  là biến cố “trò chơi sẽ được bắt đầu sau khi cô giáo phát xong  lá cờ”.

Ta sắp xếp các học sinh thành một bảng kích thước  như sau

	

	

	


	

	

	


	

	

	


	

	

	


	

	

	


	

	

	


	

	

	


	

	

	


	

	

	


	

	

	






Trong mỗi hàng là  học sinh của một nhóm  nào đó, hai học sinh cùng cột thuộc hai hàng liên tiếp (hoặc thuộc hàng đầu và hàng cuối) là hai học sinh khi đứng trên vòng tròn mà giữa họ có đúng hai người. 
Bài toán quy về đếm số cách phát cờ cho các học sinh thỏa mãn các điều kiện: mỗi hàng có đúng một bạn nhận cờ; hai học sinh nhận cờ của hai hàng liên tiếp không thuộc cùng cột; ngoài ra học sinh nhận cờ của hàng đầu và học sinh nhận cờ của hàng cuối cũng không thuộc cùng cột. 



Ta đếm bằng truy hồi, gọi số cách phát cờ thỏa mãn cho một bảng  là  với  


Dễ thấy và  



Với , hàng đầu có  cách phát cờ. Với mỗi cách phát cờ của hàng trên có đúng hai cách phát cờ tiếp theo cho hàng dưới. Như vậy ta có  cách phát cờ, trong đó tính cả trường hợp hàng đầu và hàng cuối có hai học sinh nhận cờ cùng cột.


Với trường hợp hàng đầu và hàng cuối có hai học sinh nhận cờ cùng cột, khi đó ta bỏ hàng cuối đi và bảng  còn lại được phát cờ thỏa mãn. Do đó số cách phát cờ trường hợp này là .
Như vậy ta có công thức truy hồi là




Từ đây ta có  với  


Với  ta có số cách phát cờ là 

Suy ra xác suất là 
	5,0
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