
	SỞ GIÁO DỤC VÀ ĐÀO TẠO
TỈNH QUẢNG NINH
	KỲ THI LẬP ĐỘI TUYỂN CỦA TỈNH
DỰ THI CHỌN HỌC SINH GIỎI QUỐC GIA THPT NĂM HỌC 2024 - 2025

	ĐỀ THI CHÍNH THỨC
	Môn thi: TOÁN
Ngày thi: 18/9/2024
Thời gian làm bài: 180 phút, không kể thời gian phát đề

	
	(Đề thi này có 01 trang)


Câu 1. (5 điểm) 




[bookmark: _Hlk177459309][bookmark: _GoBack]Một hàm sốđược nói là có tính chất số học nếu với mọi hai số nguyên dương  thì  Ký hiệu  là tập hợp tất cả các hàm số có tính chất số học.




a) Chứng minh rằng với mọi thì hàm số  xác định bởi công thức  , cũng là một phần tử thuộc 




b) Cho trước số nguyên dương  Chứng minh rằng nếu  thỏa mãn thì  là hàm hằng.
Câu 2. (5 điểm) 


Cho ba đa thức  hệ số thực có bậc không quá  thỏa mãn ba điều kiện sau:
1. 

Với mọi  thì 



2. Có  số thực phân biệt  thỏa mãn 



3. Tồn tại số thực  khác tất cả các số   thỏa mãn 

Chứng minh rằng 
Câu 3. (5 điểm) 












Cho tứ giác  ngoại tiếp . Lấy  dịch chuyển trên tia đối tia  và  dịch chuyển trên tia đối tia  sao cho  Tiếp tuyến tại   của đường tròn ngoại tiếp tam giác  cắt tiếp tuyến tại  của đường tròn ngoại tiếp tam giác  tại 


a) Chứng minh rằng  liên hợp đẳng giác trong tứ giác .


b) Chứng minh rằng  dịch chuyển trên 1 đường thẳng cố định khi  dịch chuyển.
[bookmark: _Hlk177135114]Câu 4. (5 điểm) 







Cho tập hợp  gồm  số nguyên dương. Một cách chia đẹp đối với tập  là một cách chia  số này thành  cặp sao cho tích của hai số trong cùng một cặp không là số chính phương. Giả sử có tồn tại một cách chia đẹp đối với tập . Hỏi có ít nhất bao nhiêu cách chia đẹp đối với tập  khi:

a) . 

b) . 
Lưu ý: Hai cách chia được gọi là khác nhau nếu có hai số cùng cặp trong cách chia này nhưng lại không cùng cặp trong cách chia còn lại.
-------------------------- HẾT --------------------------
· Thí sinh không được sử dụng tài liệu và máy tính cầm tay. 
· Giám thị không giải thích gì thêm.
Họ và tên thí sinh: .................................................................. Số báo danh:	
Chữ kí của Giám thị 1: ……………………… Chữ kí của Giám thị 2: 	






	SỞ GIÁO DỤC VÀ ĐÀO TẠO
TỈNH QUẢNG NINH
	HƯỚNG DẪN CHẤM THI LẬP ĐỘI TUYỂN CỦA TỈNH
DỰ THI CHỌN HỌC SINH GIỎI QUỐC GIA THPT
NĂM HỌC 2024 - 2025

	ĐỀ THI CHÍNH THỨC
	Môn thi: TOÁN 
Ngày thi: 18/9/2024

	
	(Hướng dẫn này có 06 trang)


I. HƯỚNG DẪN CHUNG
1. Giám khảo chấm đúng theo hướng dẫn của Sở Giáo dục và Đào tạo.
2. Nếu thí sinh có cách trả lời khác đáp án nhưng đúng thì giám khảo vẫn chấm điểm theo biểu điểm của Hướng dẫn chấm thi.
3. Giám khảo không quy tròn điểm thành phần của từng câu, điểm của bài thi.
II. ĐÁP ÁN, BIỂU ĐIỂM
	[bookmark: _Hlk177310063]Câu
	Sơ lược lời giải/Một số gợi ý chính
	Điểm

	1a
(1.5 điểm)
	


[bookmark: _Hlk177460363]Ta có  nên với mọi  nguyên dương thỏa mãn :


	1

	[bookmark: _Hlk177460373]
	



Do đó nên  hay  với mọi  nguyên dương thỏa mãn 

Suy ra 
	0.5

	[bookmark: _Hlk177460387]1b
(3.5 điểm)
	Trước hết ta chứng minh bổ đề sau:



Bổ đề: Giả sử  và  khác hằng. Khi đó tập  là tập vô hạn. 
	0.5

	[bookmark: _Hlk177460402]
	Chứng minh bổ đề:


Trước hết ta chứng minh với mọi  nguyên dương, phương trình  chỉ có hữu hạn nghiệm nguyên dương.





Giả sử tồn tại  nguyên dương để phương trình  có vô hạn nghiệm nguyên dương.  Khi đó tồn tại dãy tăng các số nguyên dương  thỏa mãn  với mọi  nguyên dương.  
	0.5

	[bookmark: _Hlk177460416]
	
Cố định  nguyên dương bất kỳ. 



Khi đó  chia hết cho  với mọi  nguyên dương. 


Suy ra  với mọi  nguyên dương, vô lý.


Vậy nên với mọi  nguyên dương, phương trình  chỉ có hữu hạn nghiệm nguyên dương.
	0.5




	Câu
	Sơ lược lời giải/Một số gợi ý chính
	Điểm

	[bookmark: _Hlk177460431]1b
(3.5 điểm)
	



Đặt  Theo lập luận trên thì tồn tại  nguyên dương để  Do đó nên 



Giả sử tập  chỉ có hữu hạn phần tử. Gọi  là tất cả các phần tử của tập này.  Đặt 



Phương trình  chỉ có hữu hạn nghiệm nguyên dương nên tồn tại  nguyên dương đủ lớn để 
	0.5

	[bookmark: _Hlk177460445]
	





Ta có:  chia hết cho  nên tồn tại  nguyên, thỏa mãn 


Bởi  nên ta có 




Suy ra tồn tại ước nguyên tố  của . Khi này  nhưng  Ta có điều mâu thuẫn.
Vậy nên điều giả sử là sai hay ta có điều phải chứng minh.
	0.5

	[bookmark: _Hlk177460460]
	Trở lại bài toán:


Giả sử  không là hàm hằng. Khi đó theo bổ đề, tập  là tập vô hạn. 




Xét ,  bất kỳ. Khi đó tồn tại  nguyên dương thỏa mãn . 
	0.5

	[bookmark: _Hlk177460474]
	
Ta có : 

Theo điều kiện đề bài ta có được 

Ta lại có 




Suy ra  Theo định lý Fermat nhỏ thì ta có được 


Điều này mâu thuẫn với cách chọn  Vậy nên  là hàm hằng.
	0.5

	2
(5 điểm)
	

Ta có  và 




Suy ra  nhận  làm các nghiệm. 
	1

	
	


Theo điều kiện đề bài  nên  phải là các nghiệm bội lớn hơn hoặc bằng 2 của . 


Đặt  với  là đa thức hệ số thực. 




Bởi  có bậc  nên  là đa thức bậc không quá 
	1.5

	
	







Do  nên ta có  Do  là hàm số liên tục trên  nên  Mà  là đa thức bậc không quá  nên  là đa thức hằng.


Như vậy  với  là hằng số không âm. 
	1




	Câu
	Sơ lược lời giải/Một số gợi ý chính
	Điểm

	2
(5 điểm)
	

Tương tự  với  là hằng số không âm. 
	0.5

	
	


Theo điều kiện 3. ta có :. Do  nên ta có 

Khi đó 
	1

	3

	[image: ]
	

	3a
(3 điểm)
	Trước hết ta nhắc lại và chứng minh một bổ đề sau:





Bổ đề: Cho tứ giác  và một điểm  bất kỳ trong tứ giác. Khi đó,  có điểm liên hợp đẳng giác trong tứ giác  khi và chỉ khi 
	0.5

	
	[image: ]
	



	Câu
	Sơ lược lời giải/Một số gợi ý chính
	Điểm

	3a
(3 điểm)
	Chứng minh bổ đề:



Lấy  là giao điểm của  và 





Khi đó  có điểm liên hợp đẳng giác trong tứ giác  khi và chỉ khi điểm liên hợp đẳng giác với điểm  trong tam giác  và trong tam giác  trùng nhau.



Điều này tương đương với đường tròn Pedal của  ứng với tam giác  và ứng với tam giác  trùng nhau.



Gọi  lần lượt là hình chiếu của  lên 




Khi đó  lần lượt là đường tròn Pedal của  ứng với tam giác  và ứng với tam giác 



Suy ra  có điểm liên hợp đẳng giác trong tứ giác  tương đương với  cùng thuộc một đường tròn.  


Ta có:  

Do đó nên 


Như vậy  cùng thuộc một đường tròn tương đương với 
Ta hoàn tất chứng minh bổ đề.
	0.5

	
	Trở lại bài toán:



Ta có  liên hợp đẳng giác với chính nó trong tứ giác  nên


Theo bổ đề, tồn tại điểm liên hợp đẳng giác với  trong tứ giác 
	0.5

	
	


Dotiếp xúc với  nên ta có 


Như vậy  liên hợp đẳng giác trong 


Tương tự  liên hợp đẳng giác trong 
	1

	
	

Do đó nên  liên hợp đẳng giác trong tứ giác 
	0.5

	3b
(2 điểm)
	



Ta có:  Do  tiếp xúc với  nên 
	1

	
	
Suy ra  đồng viên.
	0.5

	
	



Ta có  nên  là tiếp tuyến tại  của 



Vậy nên  dịch chuyển trên tiếp tuyến tại  của  cố định.
	0.5




	Câu
	Sơ lược lời giải/Một số gợi ý chính
	Điểm

	4a
(2 điểm)
	

Giả sử và giả sử có cách chia cặp  là đẹp. 
Ta xét 2 trường hợp sau:

Trường hợp 1: Cách chia  là đẹp. Khi đó có ít nhất 2 cách chia đẹp.
	0.5

	
	


Trường hợp 2: Cách chia  không đẹp. Thế thì một trong hai số  là chính phương. Không mất tính tổng quát, giả sử  là số chính phương.
	0.5

	
	




Ta có: là số chính phương và  không là số chính phương nên  không là số chính phương.  Tương tự vậy,  không là số chính phương. Vậy nên cách chia  là đẹp.

Do đó nên có ít nhất 2 cách chia đẹp với tập 
	0.5

	
	(*) Chỉ ra một trường hợp dấu bằng xảy ra:



Xét  Khi đó, có đúng 2 cách chia đẹp là cách chia  và cách chia 
	0.5

	4b
(3 điểm)
	

Ta sẽ chỉ ra có ít nhất  cách chia đẹp với tập 





Ta chứng minh bằng quy nạp theo  Nếu có tồn tại một cách chia đẹp với tập  gồm  số nguyên dương thì sẽ có ít nhất  cách chia đẹp đối với tập 
	0.5

	
	
Với  mệnh đề hiển nhiên đúng. 

Với mệnh đề đúng theo phần a). 

Giả sử khẳng định đúng với . 




Ta xét tập  có  số nguyên dương và có cách chia đẹp với tập  là . 
	0.5

	
	


Đầu tiên ta cố định . Trong  số còn lại, vẫn có 1 cách chia đẹp nên theo giả thiết quy nạp, ta có ít nhất  cách chia đẹp. 
	0.5




	Câu
	Sơ lược lời giải/Một số gợi ý chính
	Điểm

	4b
(3 điểm)
	

Với mỗi chỉ số ; ta xét hai cặp . 



Khi đó, theo phần (a) ta có thể sắp xếp lại và có cách chia đẹp khác với 4 số  là cách chia thành dạng  với .  






Cố định  và xét  số còn lại. Theo giả thiết quy nạp, sẽ có ít nhất  cách chia đẹp với  số còn lại này và tương ứng sẽ có ít nhất  cách chia đẹp với tập  (dễ thấy các cách này không bị trùng nhau).
	0.5

	
	

Như vậy ta sẽ có ít nhất  cách chia đẹp đối với tập 

Suy ra mệnh đề đúng với 
Theo nguyên lý quy nạp thì khẳng định được chứng minh.
	0.5

	
	(*) Chỉ ra một trường hợp xảy ra dấu bằng:


Xét tập hợp  thì rõ ràng chỉ có cách chia cặp không cùng tính chẵn lẻ mới thỏa mãn đề bài, rõ ràng số cách chia đó là , vừa đúng giá trị nhỏ nhất nêu trên.
	0.5


-------------------------- HẾT --------------------------
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