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Câu 1 (5,0 điểm).  Cho dãy số  xác định như sau:  . Hãy tính giới hạn 

.












Câu 2 (5,0 điểm).  Cho tam giác  nhọn,  và nội tiếp đường tròn . Gọi  lần lượt là hình chiếu của  lên phân giác trong đỉnh  và  lần lượt là hình chiếu vuông góc của  lên phân giác ngoài đỉnh  của tam giác . Gọi .
a) 


Chứng minh rằng  và ba đường thẳng  đồng quy tại một điểm gọi là . 
b) 












Gọi  là hình chiếu vuông góc của  lên . Gọi  cắt lại  tại ;  cắt lại  tại . Chứng minh rằng  là đường đối trung của tam giác  và   đi qua trực tâm tam giác . 

Câu 3 (5,0 điểm).  
a) 

Tìm tất cả các đa thức  với hệ số thực thỏa mãn đẳng thức .
b) 









Cho  là số nguyên dương và  là một đa thức có các hệ số thực thuộc vào  sao cho . Chứng minh rằng tồn tại  cặp khác nhau sắp  thứ tự  với  sao cho  là số nguyên và thỏa mãn . 







Câu 4 (5,0 điểm). Cho  là số nguyên dương, . Tập hợp  gọi là có tính chất  nếu có thể chia  thành hai tập con rời nhau  khác rỗng sao cho với ba phần tử bất kì thuộc cùng một tập thì tích của hai phần tử trong ba phần tử đó khác phần tử còn lại.
a) 



Chứng minh rằng với mọi số tự nhiên  thoả mãn  thì tập  có tính chất .
b) 


Hãy xác định  lớn nhất sao cho tập  có tính chất .
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HƯỚNG DẪN CHẤM MÔN TOÁN LỚP 12 – Ngày thi: 06/10/2022
(Hướng dẫn chấm gồm 4 trang)
Chú ý: Những cách giải khác HDC mà đúng thì cho điểm theo thang điểm đã định. 
	Câu
	Nội dung
	Điểm

	 Câu 1
(5đ)
	

[bookmark: MTBlankEqn]Cho dãy số  xác định như sau:  . 

Tính .
	

	
	Lời giải

Bằng quy nạp ta suy ra: 


Ta có , do đó dãy là dãy tăng.
	1

	
	

Giả sử dãy  bị chặn trên, khi đó  

Chuyển qua giới hạn ta được:  (vô lý)


Vậy dãy không bị chặn trên, khi đó  .
	1

	
	


Ta có:   
	1

	
	
Do đó: 
	1

	
	
[bookmark: _GoBack]Vì vậy 
	1

	Câu 2 
5đ 
	










Cho tam giác  nhọn,  và nội tiếp đường tròn . Gọi  lần lượt là hình chiếu của  lên phân giác trong đỉnh  và  lần lượt là hình chiếu vuông góc của  lên phân giác ngoài đỉnh  của tam giác . Gọi .
c) 


a) Chứng minh rằng  và ba đường thẳng  đồng quy tại một điểm gọi là . 
d) 












b) Gọi  là hình chiếu vuông góc của  lên . Gọi  cắt lại  tại ;  cắt lại  tại . Chứng minh rằng  là đường đối trung của tam giác  và   đi qua trực tâm tam giác . 

Lời giải


	

	
	[image: ]



a/ Dễ thấy rằng  là hình chữ nhật nên  đi qua trung điểm của . 






Hơn nữa,  nên  suy ra  là đường trung bình tam giác  nên  là trung điểm của .  



Tương tự thì ta có  thẳng hàng. Do đó  nên suy ra . 
	1

	
	

Gọi . Theo Thales và chú ý các hình chữ nhật, ta được; 





Hơn nữa, dễ thấy . Do đó , theo định lí Ceva thì và 3 đường  đồng quy hay là  đồng quy tại điểm gọi là . 
	1

	
	



b/ Gọi . Dễ thấy  chiếu vuông góc lên  thì .








Chiếu xuyên tâm  lên đường thẳng  thì , chú ý rằng  nên suy ra  là phân giác của  tức là  là đường đối trung tam giác . 
	1

	
	





Từ trên suy ra tứ giác  điều hòa. Gọi  là trực tâm tam giác  là  lần lượt là chân đường cao đỉnh  của tam giác . 


Xét các bộ tam giác đồng dạng dễ dàng ta có:  và . 
	1

	
	


Dễ thấy, chú ý  điều hòa và định lí sin, cos, ta được   . 







Vì  nên  (c.g.c). Do đó  tức là  nội tiếp và dễ thấy rằng đường tròn này là đường tròn đường kính  tức là , theo tính chất quen thuộc thì  thẳng hàng. 
	1

	Câu 3
5đ
	

a) Tìm tất cả các đa thức  với hệ số thực thỏa mãn đẳng thức .










b) Cho  là số nguyên dương và  là một đa thức có các hệ số thực thuộc vào  sao cho . Chứng minh rằng tồn tại  cặp khác nhau sắp  thứ tự  với  sao cho  là số nguyên và thỏa mãn . 
Lời giải
	






	
	

a/ Từ giả thiết thay , ta thu được .




Thay  thì suy ra , tiếp tục thay  thì . 

Do đó 
	0,5

	
	Thay trở lại phương trình đã cho ta được 

. 



Suy ra  với mọi , do đó (hằng số thực). 


Thay ngược trở lại ta thấy rằng hàm số  thỏa mãn bài toán với mọi . 
	1,0

	
	
b/ Ta sẽ chứng minh bài toán bằng phương pháp quy nạp theo . 




Xét  thì xét xác định trên , vì  nên thỏa mãn bài toán. 
	0,5

	
	

Giả sử bài toán đúng với . Ta chứng minh bài toán đúng với . 

Thật vậy, ta xét đa thức . 

Thế thì  (*). 


Ta chỉ ra rằng tồn tại  sao cho . 




+ Nếu tồn tại  sao cho  thì ta lấy  thì sẽ có . 
	0,5

	
	





 + Ngược lại, nếu không tồn tại  như trên thì từ (*) thì tồn tại  sao cho , theo tính chất hàm liên tục thì tồn tại  thỏa mãn , vì thế ta được .
	0,5

	
	










Vì  nên ta xét đa thức . Dễ thấy  liên tục trên  và , áp dụng giả thiết quy nạp thì khi đó tồn tại  cặp sắp thứ tự  sao cho ;  và thỏa mãn  với . 
	1

	
	Thế thì sẽ có ba trường hợp

Th1: 

Th2: 

Th3: 





Chú ý  nên cặp  cùng với  cặp   thì ta có đúng  cặp thỏa mãn. 
	1

	Câu 4
5đ
	





Cho  là số nguyên dương, . Tập hợp  gọi là có tính chất  nếu có thể chia  thành hai tập con rời nhau  khác rỗng sao cho với ba phần tử bất kì thuộc cùng một tập thì tích của hai phần tử trong ba phần tử đó khác phần tử còn lại.




a) Chứng minh rằng với mọi số tự nhiên  thoả mãn  thì tập  có tính chất .



b) Hãy xác định  lớn nhất sao cho tập  có tính chất . 
	

	
	Lời giải



a/  Với , xét ,  . 



Dễ thấy  thỏa mãn và chú ý  do đó tích hai phần tử trong  thỏa mãn bài toán. 

Vậy  thỏa mãn yêu cầu bài toán
	1

	
	

b/ Xét . Giả sử 
Ta xét các trường hợp sau:






Trường hợp 1: , khi đó . Nếu  thì . Suy ra , vô lý. Do đó 
	1

	
	





Trường hợp 2: , khi đó  và . Do  nên . Suy ra , vô lý.
	1

	
	


Trường hợp 3: , khi đó . Suy ra , vô lý.



Trường hợp 4: , khi đó . Suy ra , vô lý.

Từ các trường hợp trên suy ra .



Với , chọn ; . 
	1

	
	
Khi đó  và tích của 2 phần tử trong 3 phần tử bất kì thuộc tập A hoặc tập B đều khác phần tử còn lại, do đó tập M có tính chất K.




Vậy số  lớn nhất để tập có tính chất  là .
	1


----------- Hết -----------
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Câu 5 (7,0 điểm). Tìm tất cả các hàm số  thỏa mãn












Câu 6 (7,0 điểm). Cho tam giác  không cân, nhọn và ; gọi  lần lượt là chân các đường cao đỉnh . Gọi  là hình chiếu vuông góc của  lên  và  lần lượt là trung điểm của . 
a) 

Chứng minh rằng  và . 
b) 


Gọi . Chứng minh rằng đường thẳng  chia đôi đoạn . 

Câu 7 (6,0 điểm).  
a) 
Cho cặp số nguyên dương . 
· 
Chứng minh rằng . 
· 



Biết rằng  và với mọi số nguyên tố  thì . Chứng minh rằng .
b) 



Biết rằng bất đẳng thức  đúng với mọi số nguyên . Tìm tất cả các cặp số nguyên dương  thỏa mãn phương trình .
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HƯỚNG DẪN CHẤM MÔN TOÁN LỚP 12 – Ngày thi: 07/10/2022
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	Câu
	Nội dung
	Điểm

	Câu 5
7đ
	
Tìm tất cả các hàm số  thỏa mãn

	                 
	


	
	
Lời giải: Kí hiệu 



Thay  vào ta được: 




Hay , với . 
	

1

	
	

Thay  vào  ta được: 





Nếu  thì  nên , hàm này không thoả mãn (2)
	1

	
	



Do đó  và . Thay  vào (2) ta được: 







Nếu , thay  vào (2) ta thu được:  hay , hàm này thoả mãn , suy ra  thoả mãn .
	1

	
	

Nếu , khi đó . 



Thay  vào  ta được: . 





Thay  bởi  và  vào  ta được: 
	1

	
	


Thay  vào  ta có: 




Hay .
	1

	
	


Từ và , ta thu được: 


Từ  suy ra . 


*Nếu  thì: 


Thế vào , ta thu được: . 




Do đó  và , hàm này thoả mãn , nên 
	

1

	
	


*Nếu  thì từ suy ra 



Thay  vào  ta thu được: 




Suy ra  hay , hàm này thoả mãn  nên 

Kết luận: 
	

1

	Câu 6
7đ 
	








Cho tam giác  không cân, nhọn và ; gọi  lần lượt là chân các đường cao đỉnh . Gọi  là hình chiếu vuông góc của  lên  và  lần lượt là trung điểm của . 
a) 

Chứng minh rằng  và . 
b) 


Gọi . Chứng minh rằng đường thẳng  chia đôi đoạn . 
Lời giải: 
[image: ]





a/ Gọi  là trung điểm của . Ta có  nên .




Vì  nội tiếp nên , suy ra  nên  nội tiếp. 




Gọi  là trực tâm của tam giác . Dễ thấy  nên các tứ giác  nội tiếp. 





Do đó,  nội tiếp, chú ý tứ giác  nội tiếp, suy ra . Do đó, . 
	













1

	
	



Gọi  là trung điểm của , thế thì theo đường thẳng Gauss-Newton của tứ giác toàn phần  có  thẳng hàng. 


Dễ thấy, các tam giác vuông  suy ra  (1).
	1

	
	



Gọi  là trực tâm tam giác , vì  nên suy ra . 



Đường thẳng  là đường thẳng Steiner của tứ giác toàn phần  nên  (2).




Từ (1) và (2) suy ra  là trung trực của  nên , do đó . 
	1

	
	



b/ Áp dụng Menelaus cho tam giác  thì , dễ thấy , suy ra . 
[image: ]
	1

	
	










Vì  suy ra  nên suy  suy ra  tức là . Tương tự thì . Vậy  nội tiếp. Xét phép chiếu tâm  của chùm  lên đường tròn  thì suy ra  điều hòa. 
	1

	
	



Chú ý tính song song và tứ giác nội tiếp ta có  nên  liên hợp góc đỉnh  tam giác . 
	1

	
	




Tứ giác  điều hòa nên  là đường đối trung, suy ra  là trung tuyến tức là  đi qua trung điểm của .
	1

	Câu 7
6đ
	
a/ Cho cặp số nguyên dương . 
· 
Chứng minh rằng . 
· 



Biết rằng  và với mọi số nguyên tố  thì . Chứng minh rằng . 
	

	
	Lời giải: 
· 
Ta có   

. 

Suy ra . 
	1

	
	· 


Theo điều kiện đề bài suy ra , bởi vì  không có ước mũ 3 của bất kì số nguyên tố nào nên suy ra  (*).


Hơn nữa, dễ thấy , kết hợp với (*) thì ta suy ra .
	1

	
	



b/ Biết rằng bất đẳng thức  đúng với mọi số nguyên . Tìm tất cả các cặp số nguyên dương  thỏa mãn phương trình .
	

	
	Lời giải: 

Đăt .

Giả sử phương trình đã cho có nghiệm thì  (*)

Ta có . 


Do đó,   (cấp của 2 trong ). 
	1

	
	


Mặt khác . Do đó,  từ (*) ta  suy ra  suy ra  (1). 
	1

	
	
Mặt khác,  (2)

TH1: Xét : 

Từ (1) và (2) ta suy ra  điều này vô lí
	1

	
	

TH2: Xét . Dễ thấy 


Do đó, phương trình đã cho chỉ có hai cặp nghiệm  là 
	1


----------- Hết -----------
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