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HƯỚNG DẪN CHẤM
A. HƯỚNG DẪN CHUNG
	- Nếu học sinh giải theo cách khác đáp án mà bài giải vẫn đúng thì giám khảo xem xét cho điểm tương ứng. Câu 2 phải có hình vẽ mới chấm điểm.
	- Điểm số toàn bài, mỗi câu, mỗi ý không làm tròn, giám khảo có thể thống nhất đáp án chia các ý đến 0,25 điểm. 
B. ĐÁP ÁN – BIỂU ĐIỂM
	Câu
	Nội dung
	Điểm

	1
(6,0 điểm)
	
Tìm tất cả các hàm số  thỏa mãn


,  

	
	
Giả sử tồn tại hàm số  thỏa mãn bài toán


          ,              (1).


Thay  vào (1), ta được .


Thay  vào (1), ta được   (2). 
	0,5

	
	

Thay  vào (1) và sử dụng , ta được:

        

              (3).
	0,5

	
	




Với mọi  và , ta thay  lần lượt bởi  và  vào (3) ta có:

                                             (4).

                                           (5).



Do  và  nên từ (4) và (5) ta có . 

Vậy  là đơn ánh.
	0,5

	
	
Trong (2), cho , ta được:

       




 mà  là đơn ánh và  nên ta có 
	1,0

	
	
Với  kết hợp với (2) ta thu được:

                                                      (6).

	0,5

	
	

Với mỗi  cố định, xét dãy số  thỏa mãn:

                          .
	0,5

	
	



Do  với mọi  nên từ cách xác định dãy số  như trên ta có    (*).


Khi đó, từ (6) ta thu được  với .
	0,5

	
	





Ta có phương trình đặc trưng:  có hai nghiệm  và . Suy ra , trong đó  thỏa mãn:. 

                      Suy ra  .
	0,5

	
	



TH1: Nếu , ta chọn  sao cho  thì , mâu thuẫn với (*).




TH2: Nếu , ta chọn  sao cho  thì , mâu thuẫn với (*).



Vậy nên , suy ra  với mọi .
	1,0

	
	
Thử lại: Ta thấy  thỏa mãn các điều kiện giả thiết.

Kết luận: Có một hàm số thỏa mãn bài toán là .
	0,5

	2
(7,0 điểm)
	
















Cho tam giác  nội tiếp đường tròn . Đường tròn nội tiếp  của tam giác  lần lượt tiếp xúc với  tại . Biết  cắt  tại  và cắt  tại điểm thứ hai  là . Các đường tròn ngoại tiếp tam giác  cắt  tương ứng tại  và  ( khác ).

           a) (4,0 điểm) Chứng minh rằng bốn điểm  cùng nằm trên một đường tròn.

	
	[image: ]
	

	
	

Ta có:  (góc nội tiếp cùng chắn cung )


 , từ đó,          (1).
	1,0

	
	

 và          (2).



Từ (1) và (2) suy ra  nên  là tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp tam giác 
	1,0

	
	
Do đó     (3).



Mặt khác tam giác  cân tại  do  

nên                (4).
	0,5

	
	


Từ (3) và (4) suy ra  từ đó ta thu được  là tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp tam giác .
	0,5

	
	

Khi đó, , mặt khác  

nên ta có .
	0,5

	
	
Chứng minh tương tự ta cũng có .





Suy ra , suy ra tứ giác  nội tiếp đường tròn đường kính  hay bốn điểm  cùng thuộc đường tròn đường kính . 
	0,5

	
	




         b) (3,0 điểm) Gọi  là giao điểm thứ hai của  với . Chứng minh rằng đường tròn ngoại tiếp tam giác  tiếp xúc với .

	
	


Từ , suy ra là tiếp tuyến của các đường tròn ngoại tiếp  tam giác .
	0,5

	
	





Khi đó,  là tiếp tuyến của các đường tròn ngoại tiếp  tam giác  và tam giác ;  là tiếp tuyến của các đường tròn ngoại tiếp tam giác  và tam giác  nên ta có:
	0,5

	
	
                .
	0,5

	
	

Xét phép nghịch đảo tâm , phương tích   ta có

.
	0,5

	
	




Vậy qua phép nghịch đảo  đường tròn ngoại tiếp tam giác  biến thành đường tròn ngoại tiếp tam giác , đường thẳng  biến thành đường tròn . 
	0,5

	
	





Vì đường tròn ngoại tiếp tam giác  tiếp xúc với  tại , suy ra đường tròn ngoại tiếp tam giác  tiếp xúc với đường tròn  tại .
	0,5

	3
(7,0 điểm)
	


Cô giáo có tất cả 2278 viên kẹo thuộc về  loại kẹo khác nhau. Cô chia cho các học sinh của mình mỗi người một số viên kẹo và không có học sinh nào nhận nhiều hơn một viên kẹo ở cùng một loại kẹo. Cô yêu cầu hai học sinh khác nhau bất kỳ so sánh các viên kẹo mình nhận được và viết số loại kẹo mà cả hai cùng có lên bảng. Biết rằng mỗi cặp học sinh bất kỳ đều được lên bảng đúng một lần. Gọi tổng các số được viết lên bảng là . Xác định giá trị nhỏ nhất của  trong mỗi trường hợp sau:

          a) (4,0 điểm) .

	
	Phân tích: Hai viên kẹo cùng loại sẽ thuộc về hai học sinh khác nhau, mà hai học sinh đó chắc chắn sẽ lên bảng và viết số kẹo giống nhau mà họ có. Từ đây ta nhận thấy yếu tố học sinh không quan trọng mà chủ yếu là số cặp kẹo giống nhau.




Với mỗi , gọi  là số viên kẹo của loại kẹo thứ  thì ta thấy rằng: . Ngoài ra
	1,0

	
	


     .

                           .
	1,0

	
	
Bài toán quy về tìm giá trị nhỏ nhất của tổng .


- Với  ta nhận thấy , áp dụng bất đẳng thức Cauchy-Schwarz  ta có:

          
	1,0

	
	

 , đạt được khi .
	1,0

	
	
            b) (3,0 điểm) 

	
	


Với , ta nhận thấy  nên ta không thể áp dụng bất đẳng thức Cauchy-Schwarz để tìm GTNN của . 


Trước hết, ta chứng minh nhận xét sau: “Nếu  dạt giá trị nhỏ nhất với bộ  thì trong bộ này không có hai số nào hơn kém nhau 2 đơn vị trở lên”.
	0,5

	
	





Thật vây, nếu tồn tại  phân biệt thuộc tập  sao cho  thì ta đặt  và  để có 
	0,5

	
	
Khi đó, 


từ đó  không đạt giá trị nhỏ nhất tại , mâu thuẫn. 


Do đó, ta có  với mọi  và nhận xét được chứng minh.
	0,5

	
	


Theo nhận xét trên, tồn tại  nguyên không âm sao cho  với mọi .
	0,5

	
	



Từ đây, dễ dàng tìm được  và giá trị của  khi ấy là , đạt được khi các số  có 34 số bằng 33 và 34 số còn lại bằng 34. 
	0,5

	
	
Như vậy ta có giá trị nhỏ nhất của  cần tìm là:

         
	0,5
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ể


 


th


ờ
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