	SỞ GIÁO DỤC VÀ ĐÀO TẠO
TỈNH YÊN BÁI
	KỲ THI LẬP ĐỘI TUYỂN 
DỰ THI CHỌN HỌC SINH GIỎI QUỐC GIA THPT 
NĂM HỌC 2021 - 2022


	ĐỀ 01
(Đề thi có 04 câu, gồm 01 trang)
	Môn thi: TOÁN
Thời gian: 180 phút (không kể giao đề)

	
	Ngày thi: 30/9/2021.



Câu 1. (5,0 điểm)



	Cho  là các số thực dương thỏa mãn điều kiện . Chứng minh rằng  				
Câu 2. (4,0 điểm) 

	Tìm hàm số  thỏa mãn


Câu 3. (6,0 điểm) 















	Cho đường tròn  và dây cung  cố định, điểm  di động trên  sao cho tam giác  nhọn và không cân. Gọi  là trực tâm của tam giác   là trung điểm của  Các đường thẳng  cắt các cạnh đối diện tại  Các đường tròn  và  cắt nhau tại  khác  



	1) Chứng minh rằng đường thẳng  luôn đi qua một điểm cố định và giao điểm của hai đường thẳng  và  nằm trên một đường thẳng cố định.
















	2) Gọi  là đường phân giác góc  của tam giác  với  Đường tròn   cắt  tại  khác  và cắt đường thẳng  ở  ( không nằm trong đoạn ). Giả sử  cắt đường tròn  lần lượt ở  Chứng minh rằng 
Câu 4. (5,0 điểm) 



	1) Chứng minh rằng không tồn tại các số nguyên dương  thỏa mãn  đồng thời là số nguyên tố. 




	2) Chứng minh rằng với mỗi số nguyên dương  luôn tồn tại số tự nhiên  sao cho  chia hết cho 
.................................Hết.................................

	- Thí sinh không được sử dụng tài liệu và máy tính cầm tay.
	- Cán bộ coi thi không giải thích gì thêm.

Họ và tên thí sinh:...............................        Chữ kí cán bộ coi thi thứ nhất:.......................................
Số báo danh:.....................................	         Chữ kí cán bộ coi thi thứ hai:...........................................
	
SỞ GIÁO DỤC VÀ ĐÀO TẠO
TỈNH YÊN BÁI
	KỲ THI LẬP ĐỘI TUYỂN 
DỰ THI CHỌN HỌC SINH GIỎI QUỐC GIA THPT 
NĂM HỌC 2021 - 2022

	
	
	Môn thi: TOÁN

	HDC ĐỀ 01
		Thời gian: 180 phút (không kể giao đề)

	
		Ngày thi: 30/9/2021.


HƯỚNG DẪN CHẤM VÀ THANG ĐIỂM

	Câu
	Hướng dẫn chấm
	Điểm

	Câu 1 (5,0 điểm)
	

Cho  là các số thực dương thỏa mãn điều kiện . 

Chứng minh rằng  
	


	
	Đặt 



Ta có  
	1,0

	
	
Đặt  



Theo bất đẳng thức AM-GM ta có 
	1,0

	
	
Ta có   
Áp dụng bất đẳng thức AM-GM ta có


; dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi 


; dấu “=”xảy ra khi và chỉ khi 


; dấu “=”xảy ra khi và chỉ khi 
	1,5

	
	Suy ra 


	1,0

	
	

dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi  hay 
	0.5

	Câu 2.
(4,0 điểm)



	
Tìm hàm số  thỏa mãn

      (1)
	

	
	
Giả sử hàm số  thỏa mãn yêu cầu bài ra

Đặt  thì (1) trở thành

     (2)
	0,5

	
	

+ Chứng minh tồn tại  để  

Từ (2) cho   ta được 

                       (3)
Từ (2) và (3) ta được 



        (4)


Cho  trong (4) ta được 



Cho 


Do đó tồn tại  để 
	1,0

	
	
+ Tính 



Từ cho  ta được 
	0,5

	
	

+ Tìm . Ta có 



Từ cho  ta được 


(vì rõ ràng )




    
	1,0

	
	


+ Tính : Thay vào  ta được




Cho ta được 
Thử lại thấy thỏa mãn. 

Vậy
	1,0

	Câu 3. (6,0 điểm)






























	














Cho đường tròn  và dây cung  cố định, điểm  di động trên  sao cho tam giác  nhọn và không cân. Gọi  là trực tâm của tam giác   là trung điểm của  Các đường thẳng  cắt các cạnh đối diện tại  Các đường tròn  và  cắt nhau tại  khác  



	1) Chứng minh rằng đường thẳng  luôn đi qua một điểm cố định và giao điểm của hai đường thẳng  và  nằm trên một đường thẳng cố định.
















	2) Gọi  là đường phân giác góc  của tam giác  với  Đường tròn   cắt  tại  khác  và cắt đường thẳng  ở  ( không nằm trong đoạn ). Giả sử  cắt đường tròn  lần lượt ở  Chứng minh rằng 
	

	
	[image: ]
	

	
	
1) Ta có 



Vì  là các đường cao của tam giác  nên .



Do đó  thuộc trục đẳng phương  của 2 đường tròn . 



Từ đó suy ra  thẳng hàng hay  luôn đi qua điểm  cố định.
	1,0

	
	








Gọi  thì  nên  cùng thuộc một đường tròn, suy ra  Khi đó, xét phương tích của các đường tròn , ta có  đồng quy hay giao điểm của  và  nằm trên  cố định.
	1,0

	
	2) Sử dụng định lý sin trong các tam giác, ta có


 và 
	1,0

	
	


Suy ra . Điều này chứng tỏ  là đường tròn Apollonius của tam giác 
	1,0

	
	








Do đó  hay tứ giác  điều hòa, chứng tỏ  là đường đối trung của tam giác  Suy ra  đẳng giác trong góc  cũng đẳng giác trong góc  Do  nên  
	1,0

	
	





Cuối cùng, vì  là phân giác ngoài của góc , cũng là phân giác ngoài của góc  nên  là trung điểm của cung lớn  Từ đó suy ra 
	1,0

	Câu 4.
 (5,0 điểm)
	


1) Chứng minh rằng không tồn tại các số nguyên dương  thỏa mãn  đồng thời là số nguyên tố. 




2) Chứng minh rằng với mỗi số nguyên dương  luôn tồn tại số tự nhiên  sao cho  chia hết cho .
	

	
	



1) Đặt ; Ta có  và theo giả thiết tồn tại số nguyên tố  thỏa mãn                
	1,0

	
	




Do đó, một trong hai số  và chia hết cho , nhưng cả hai số nguyên dương này đều nhỏ hơn nên suy ra mâu thuẫn, hay nói cách khác không tồn tại các số nguyên dương  thỏa mãn yêu cầu bài ra.
	1,0

	
	



[bookmark: MTBlankEqn]2) Với , chọn  khi đó  chia hết cho . 



Giả sử với , tồn tại  sao cho .



 Với . Từ , với  nguyên dương.
	1,0

	
	

Chọn , với  nguyên dương. 
	1,0

	
	Khi đó





Với  nguyên dương, nên tồn tại  sao cho .


Vậy chọn  thì .




Theo nguyên lý quy nạp ta có, với mỗi số nguyên dương  luôn tồn tại số tự nhiên  sao cho  chia hết cho .
	1,0



Ghi chú: Thí sinh làm theo cách khác và đúng vẫn cho điểm tối đa.
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