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Câu 1 (5 điểm). Với , cho hai dãy số 





Tìm .

Câu 2 (5 điểm). 

a) Cho  là các số thực dương. Chứng minh rằng: 

.


b) Cho  là các số thực dương thỏa mãn . Chứng minh rằng: 

.











Câu 3 (5 điểm). Cho tam giác  nội tiếp đường tròn . Gọi  là đường tròn qua hai điểm A, B và tiếp xúc với AC; gọi  là đường tròn qua hai điểm A, C và tiếp xúc với AB. Gọi  cắt  tại I (); gọi  cắt BC tại Q (). Gọi S là giao điểm thứ hai của AI với (O) và SC cắt  tại điểm thứ hai là E; AE cắt BC tại K. 
a) 
Chứng minh rằng .
b) Chứng minh rằng QB=QK. 

Câu 4 (5 điểm). 




Cho  và  là số nguyên tố. Chứng minh rằng  chia hết cho . 
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LẠNG SƠN
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HƯỚNG DẪN CHẤM MÔN TOÁN
(Hướng dẫn chấm gồm 3 trang)
Chú ý: Những cách giải khác HDC mà đúng thì cho điểm theo thang điểm đã định. 


	Câu
	Nội dung
	Điểm

	1
(5đ)
	
Với , cho hai dãy số 


                   

Tìm 
	

	
	

Có , 
	1đ

	
	

Vậy 
	1đ

	
	



Từ  và  , chia cả hai vế cho  được



	1đ

	
	

Vậy 



Có ,  nên 
	1đ

	
	


Xét dãy , là dãy tăng, dương, giả sử bị chặn trên và tồn tại giới hạn là , khi đó .




Khi đó  suy ra  là mâu thuẫn. Vậy  hay 

Suy ra 
	1đ

	Câu 2 
(5đ)
	 a) Áp dụng BĐT Cauchy - Schwarz, ta có: 


	1đ

	
	
 

 (đpcm).
	1đ

	
	
b) Bất đẳng thức tương đương với 
Áp dụng BĐT Schwarz, ta có: 



Ta cần chứng minh: 

 (*)
	1đ

	
	Thật vậy, ta có bất đẳng thức trên tương đương với

Áp dụng BĐT Cauchy - Schwarz, ta có:






	1đ

	
	
Khi đó, ta có: 

(đpcm). 
	1đ

	Câu 3
(5đ)
		[image: ]	




a)  Ta có  nên tam giác  đồng dạng. Gọi M, N là trung điểm của AB, AC. Thế thì, các tam giác đồng dạng. Suy ra  nên AMIN nội tiếp. 
	1đ

	
	

Mặt khác, dễ thấy  nên AMON nội tiếp đường tròn đường kính AO. Suy ra A, M, I, O, N nằm trên đường tròn, suy ra . 
	1đ

	
	
b) Dễ thấy,  nên IQ||SB (1). 
[image: ]



Hơn nữa, chú ý  là tiếp tuyến ta có nên  tức là SB||AE. 
	










1đ

	
	Do đó, ta được IQ||AE (2). Từ (1) và (2) thì IQ||AK||BS. 

Theo ý a) thì  nên suy ra IA=IS. 
	1đ

	
	
Do đó, xét tứ giác  thì IQ là đường trung bình của tứ giác ASBK. Do vậy, QB=QK.
	1đ

	Câu 4
(5đ)
	



Cho  và  là số nguyên tố. Chứng minh rằng  chia hết cho .
	

	
	

Với , ta có 
	1đ

	
	
Với  là số nguyên tố lẻ

Ta có 


	1đ

	
	

Với mọi  ta có 
	1đ


	
	



Do đó , kết hợp  là lẻ, hay  suy ra 
	1đ

	
	Mặt khác:


, theo định lý Fermat nhỏ



Vậy với mọi số nguyên tố lẻ  thì  chia hết cho 



Kết luận với mọi số nguyên tố lẻ  thì  chia hết cho 
	1đ
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Câu 5 (7 điểm). Cho  là hàm số liên tục, thỏa mãn đồng thời các điều kiện


i) , với 



ii) , với mọi  và 


iii) , với 


a) Chứng minh rằng  là hàm đồng biến trên .


b) Chứng minh rằng , với .


c) Chứng minh rằng , với .




















Câu 6 (7 điểm). Cho tam giác  không cân, vuông tại , gọi  là hình chiếu vuông góc của  lên . Gọi  lần lượt là tâm đường tròn nội tiếp các tam giác , gọi . Lấy điểm  trên  sao cho . Gọi  là trung điểm của . Gọi  là trung điểm cung  của đường tròn ngoại tiếp  sao cho   và  cùng phía với đường thẳng .
a) 



Chứng minh rằng  là tâm đường tròn ngoại tiếp của tam giác  và đường thẳng  đi qua trung điểm của . 
b) 








Gọi  lần lượt là giao điểm của  với  và ;  là giao điểm thứ hai của hai đường tròn ngoại tiếp các tam giác  và . Chứng minh rằng  đi qua trung điểm của . 








Câu 7 (6 điểm). Cho số tự nhiên  với ; xét bảng ô vuông dạng  (có  hàng và  cột, mỗi hàng có  ô vuông, mỗi cột có  ô vuông). Người ta tô màu một số ô vuông trong bảng trên, một cách tô màu gọi là “liền mạch” nếu thỏa mãn hai điều kiện sau: 
· Hai ô vuông bất kì nếu có cạnh chung thì ít nhất có 1 ô vuông được tô màu. 
· Với 6 ô vuông liên tiếp (theo hàng ngang hoặc theo chiều dọc) luôn có ít nhất 2 ô vuông liên tiếp được tô màu. 
Chứng minh rằng có một cách tô màu không nhiều hơn 60% các ô vuông trong bảng để cho cách tô đó là “liền mạch”. 
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HƯỚNG DẪN CHẤM MÔN TOÁN 
(Hướng dẫn chấm gồm 6 trang)
Chú ý: Những cách giải khác HDC mà đúng thì cho điểm theo thang điểm đã định. 

	Câu
	Nội dung
	Điểm

	5
(7đ)
	
Cho  là hàm số liên tục, thỏa mãn đồng thời các điều kiện


i) , với 



ii) , với mọi  và 


iii) , với 


a) Chứng minh rằng  là hàm đồng biến trên .


b) Chứng minh rằng , với .


c) Chứng minh rằng , với .
	

	
	







a) Với , giả sử , suy ra , suy ra  hay , suy ra . Vậy  là đơn ánh, kết hợp với tính liên tục nên nó là hàm đơn điệu thực sự trên .
	1đ

	
	


Mặt khác theo i) ta có  nên  là hàm đồng biến trên .
	1đ

	
	





b) Từ ii) ta có , kết hợp  là đơn ánh suy ra , và vì  suy ra 




Theo i) ta có , ,…,  với 
	1đ

	
	
Từ đó ta có: 






Kết hợp với , với mọi  ta suy ra , với  và suy ra  với 
	1đ

	
	

c) Với mọi  ta có 


Suy ra , với 
	1đ

	
	

Với mỗi  dương và không nguyên, , với thuật toán tìm kiếm chia đôi liên tục, ta xây dựng được 1 dãy theo kiểu

Đặt 




Nếu  thì ta đặt , nếu  thì ta đặt , lưu ý rằng chỉ có 2 khả năng đó




Quá trình trên lặp lại vô hạn cho thấy tồn tại dãy số  có dạng , với , hội tụ về 
	1đ

	
	
Do  là liên tục nên ta có


, với mọi  dương và không nguyên.


Kết luận  với . 
	1đ

	Câu 6 
(7đ)
	 
[image: ]





a) Gọi các góc của tam giác  ban đầu là . Dễ thấy  nên tam giác OAF cân ở O tức là  (1)  và  (2). 








Mặt khác, dễ thấy , do đó  là tiếp tuyến của , suy ra ; chứng minh tương tự thì . Do đó,  suy ra  nội tiếp. Vậy thì,  suy ra 


 (3), do đó từ (2) và (3) suy ra  (4). Từ (1) và (4) suy ra O là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác AEF. 


[image: ]



Gọi G là giao của KI với AD và T là điểm đối xứng của K qua M; chú ý , vì  là phân giác góc  nên A, I, T thẳng hàng. 

	

























1đ

	
	







Vì  nên phép nghịch đảo tâm  tỉ số  biến , điều này chứng tỏ rằng  cũng là tâm vị tự hai đường tròn  và  suy ra  thẳng hàng. 
	1đ

	
	

Hơn nữa MK=MT, vì  nên theo Thales suy ra OA=OG. Do đó nằm trên (O). 
	1đ

	
	




Ta có  và , do đó  nên , chứng minh tương tự thì , vậy I là trực tâm AEF nên theo kết quả quen thuộc thì IEGF là hình bình hành. Do đó, KI đi qua trung điểm của EF. 
	

1đ

	
	b) 
[image: ]









Vì  nội tiếp suy ra , hơn nữa , suy ra  tức là , chú ý rằng  nên suy ra  thẳng hàng; tương tự thì  thẳng hàng. 
	




1đ

	
	Gọi L là trung điểm của ST. Khi đó E, F, L, D thuộc đường tròn Euler của tam giác AST. Vì AJBC, BCFE, AJEF nội tiếp nên suy ra AJ, EF, BC đồng quy tại Q. 
	1đ

	
	





Xét tứ giác toàn phần EFTS-AQ với L là tâm đường tròn (EFTS) và G là giao của SF với TE, theo định lí Brocard suy ra ; hơn nữa  nên  vậy tức là  thẳng hàng hay là  đi qua trung điểm của . 
	1đ

	Câu 7
(6đ)
	

Ta chú ý với dải ô vuông , nếu ta mở rộng nó về một trong hai phía sẽ được dải ô vuông , ta sẽ có ít nhất 3 ô vuông được tô màu. 


Nếu dải ô  không có 3 ô vuông được tô màu thì cùng lắm có hai ô tô màu (chữ X biểu trưng cho ô vuông được tô màu), khi đó dải ô vuông  cùng lắm có thêm 1 ô cuối tô màu và bắt buộc phải xen kẽ nhau thì sẽ thỏa mãn điều kiện 1, nhưng khi đó không thể thỏa mãn điều kiện thứ 2 của đề bài (hình 1). 
	
	X
	
	X
	
	X


(Hình 1)


Vậy dải ô  cần có ít nhất 3 ô vuông được tô màu để đảm bảo dải  có thể liền mạch



Bây giờ ta chia bảng ban đầu thành một bảng , một dải  và một ô vuông lẻ ở góc  (như hình 2).


Ở bảng  phải tô ít nhất là  ô vuông. 


Ở dải  thì ít nhất phải tô 

Ô vuông lẻ  ở góc không tô màu. 
	




Bảng 


	
Dải 
	



(hình 2)
	














1đ

	
	
Khi đó ít nhất phải tô số ô vuông là . 
	1đ

	
	
Bây giờ ta sẽ chỉ ra rằng với số ô vuông  được tô màu sẽ có cách tô màu thỏa mãn bài toán
	1đ

	
	

Ta xét dải ô vuông  như hình vẽ, nếu thêm vào bên phải một ô vuông bất kì thì dải ô vuông  thỏa mãn điều kiện 2 và đồng thời hai ô vuông cạnh nhau sẽ có ít nhất 1 ô vuông được tô màu. 
	
	X
	
	X
	X


(hình 3)
	1đ

	
	
Bây giờ ta tô màu hàng đầu tiên bên trên từ trái sang theo mô hình của hình 3, thực hiện liên tiếp các dải ô  như vậy từ trái sang phải. 
Ở hàng thứ hai thì sẽ được tô màu bằng cách cắt đi ô vuông đầu tiên của hàng 1 và chuyển xuống cách tô đó cho hàng 2. 	
Ở hàng thứ 3 thì sẽ được tô màu bằng cách cắt đi ô vuông đầu tiên của hàng 2 và chuyển cách tô màu của hàng 2 xuống cho hàng 3; lặp đi lặp lại cho đến cuối cùng.
Rõ ràng cách tô màu này theo hàng là thỏa mãn điều kiện, còn theo cột thì xem vào mô hình bên dưới cũng sẽ thỏa mãn yêu cầu bài toán (xem hình vẽ bên dưới). 

	
	x
	
	x
	x
	
	x
	
	x
	x
	
	.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

	x
	
	x
	x
	
	x
	
	x
	x
	
	
	

	
	x
	x
	
	x
	
	x
	x
	
	
	
	

	x
	x
	
	x
	
	x
	x
	
	
	
	
	

	x
	
	x
	
	x
	x
	
	
	
	
	
	

	
	x
	
	x
	x
	
	
	
	
	
	
	

	……………………………………………………………….
	



	1đ

	
	

Do đó, có cách tô  ô vuông để được cách tô liền mạch, hơn nữa ta có , vậy tức là có một cách tô màu không quá 60% các ô vuông trong bảng để cho cách tô đó là “liền mạch”. 
	1đ



----------- Hết -----------
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