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HƯỚNG DẪN CHẤM ĐỀ THI CHÍNH THỨC
MÔN : TOÁN
(Hướng dẫn chấm gồm có 05 trang)

Bài 1 (5,0 điểm).
1. 


Với các số thực dương  thay đổi thỏa mãn . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
2. 



Tìm tất cả đa thức  hệ số thực sao cho với ba số thực  tùy ý thỏa mãn  thì ta cũng có 
	Câu
	Nội dung
	Điểm

	







1. (2,5 đ)
	

Ta chứng minh với ba số dương  thì 




Thật vậy : Trong ba số  có hai số cùng không nhỏ hơn  hoặc cùng không lớn hơn  Giả sử hai số đó là 
	
0,5

	
	
Khi đó : 


	
0,5

	
	
Trở lại bài toán : 

    
	
0,5

	
	
Ta có 

Và 
	
0,5

	
	

Do đó  Đẳng thức xảy ra 



Vậy giá trị nhỏ nhất của biểu thức  là  đạt tại 
	0,5

	







2. (2,5 đ)
	

Thay  bởi bộ 


Nếu đa thức  là hằng số, thay vào giả thiết ta được 
	
0,5 

	
	



Nếu  khác hằng số, gọi  là bậc của  và  là hệ số cao nhất.



Thay  bởi bộ  ta được 
	
0,5

	
	Đồng nhất hệ số cao nhất ở hai vế thì 


 do 


Với  chẵn thì 


 thỏa mãn. Với 
	

0,5

	
	

Với  lẻ thì  





Rõ ràng  không thỏa mãn và nếu  là số lẻ thì   còn  nên không thỏa mãn.
	
0,5

	
	


Với  và  Thay vào giả thiết ta được 


Vậy tất cả đa thức cần tìm là  với số thực  tùy ý.
	0,5








Bài 2 (2,0 điểm). Cho dãy số  biết  và với mọi số nguyên dương  thì  Chứng minh dãy số  với  có giới hạn hữu hạn và tính giới hạn đó.
	Nội dung
	Điểm

	
Từ giả thiết, ta được 
	0,25

	


Với mỗi số nguyên dương  tồn tại duy nhất  sao cho 
	
0,25

	
Khi đó : 
	
0,5

	
Dễ thấy 
	
0,5

	

Do đó :  vì 
	
0,5
















Bài 3 (5,0 điểm). Cho tam giác  nhọn  nội tiếp đường tròn  và có đường cao  Gọi  là trọng tâm tam giác  tia  cắt  ở  Tiếp tuyến của  tại  cắt đường thẳng  ở 
1. 


Chứng minh tiếp tuyến của  tại  đi qua trung điểm của 
2. 

















Gọi  là điểm chính giữa cung nhỏ  của  Vẽ các dây cung  của  lần lượt vuông góc với  Hai đường thẳng  và  cắt  tại  và  Gọi  lần lượt là hình chiếu vuông góc của  lên  Điểm  trên đoạn thẳng  sao cho  Chứng minh ba đường thẳng  cắt nhau tạo thành một tam giác cân.
	Câu
	Nội dung
	Điểm

	[image: ]

	



1. (2,0 đ)
	









Gọi  là trung điểm của  Qua  vẽ tiếp tuyến thứ hai  của  Gọi  là trung điểm của  và  là hình chiếu vuông góc của  lên 





Dễ thấy  là đường trung bình của tam giác  nên  và  thẳng hàng.
	
0,5

	
	

Năm điểm  cùng thuộc đường tròn đường kính  nên ta có 


	
0,5

	
	


Mà  đối xứng qua dường thẳng  nên  thẳng hàng.
	
0,5

	
	



Như vậy  tiếp tuyến của  tại  đi qua trung điểm của 
	0,5

	[image: ]

	











2. (3,0 đ)
	



Kẻ đường kính  của  (vì cùng vuông góc )

Tương tự 

Mà 
	
0,5

	
	





Gọi  là điểm đối xứng của  qua  và  là điểm đối xứng của  qua 


Khi đó  lần lượt là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác 



Hai tam giác  cân tại  mà 
	
0,5

	
	

Ta có :  ba điểm  thẳng hàng.
	
0,5

	
	


Ba tam giác  đồng dạng với nhau và ba điểm  thẳng hàng nên từ phép vị tự quay đỉnh  thẳng hàng.
	0,5

	
	






Gọi  lần lượt là giao điểm của  với hai đường thẳng  Do  là hai tiếp tuyến của  Chiếu chùm  lên đường thẳng  
	
0,5

	
	




Chiếu chùm  lên đường thẳng  Tuy nhiên  vuông góc với nhau nên  là phân giác 

Dễ thấy  






Lại có  nên nếu gọi  lần lượt là giao điểm của  với  tam giác  cân tại 
	

0,5





Bài 4 (3,0 điểm). Tìm tất cả hàm số  sao cho với mọi số thực  ta có :


	Nội dung
	Điểm

	

Nếu  Từ giả thiết thay  
	0,5

	



Đến đây thay  bởi  hay hàm số đã cho là hằng số. Thử lại thì thấy  Tuy nhiên điều này lại vô lý với giả sử  

Do đó ta phải có 
	
0,5

	
Hàm số  là một nghiệm hàm của bài toán.




Ta xét trường hợp hàm số  không đồng nhất  Giả sử tồn tại  sao cho 



Thay  vào giả thiết được  Điều này vô lý với giả sử. Do vậy ta có 
	
0,5

	


Xét . Thay  bởi  vào giả thiết. 


Với chú ý rằng khi đó  nên ta được 
	
1,0

	
 Thử lại thấy đúng. 


Vậy bài toán đã cho có hai nghiệm hàm  và 
	
0,5






Bài 5 (3,0 điểm). Chứng minh rằng đa thức  không có nghiệm hữu tỉ với mọi số nguyên dương  lớn hơn 
	Nội dung
	Điểm

	





Giả sử  là nghiệm hữu tỉ của  Khi đó  cũng là nghiệm hữu tỉ của đa thức  Do  là đa thức monic hệ số nguyên nên  là số nguyên.
	
0,5

	


Gọi  là ước nguyên tố của  Ta có 


Mà  là số nguyên tố 
	0,5

	


Với mỗi số nguyên dương  thì , trong đó  (công thức Legendre). 

Do đó 
	
0,5

	

Ta có :  Trong đó  
	
0,5

	
Còn 
	
0,5

	

Do đó  từ đây dẫn đến điều vô lý. Vậy đa thức  không có nghiệm hữu tỉ.
	
0,5






[bookmark: _GoBack]Bài 6 (2,0 điểm). Trong buổi lễ trao thưởng cho học sinh giỏi (nhiều hơn bốn học sinh được khen thưởng), có những cặp gồm hai học sinh quen biết nhau và cũng có những cặp gồm hai học sinh không quen biết nhau. Biết rằng với bốn học sinh tùy ý được khen thưởng thì luôn tìm ra ba học sinh cùng quen với học sinh còn lại hoặc cùng không quen với học sinh còn lại. Chứng minh ta có thể chia tất cả học sinh được khen thưởng thành hai nhóm  sao cho mỗi nhóm ít nhất hai học sinh và hai học sinh bất kỳ của nhóm  đều quen nhau còn hai học sinh bất kỳ của nhóm  đều không quen nhau.
	Nội dung
	Điểm

	

Xét một Graph  có tập hợp đỉnh tương ứng với tập hợp các học sinh được khen thưởng. Ứng với hai học sinh quen nhau, ta dựng một cạnh của Graph  Như vậy ta có một Graph đơn vô hướng không đầy đủ.
	
0,25

	










Gọi  là một Graph con đầy đủ của  và có số đỉnh lớn nhất. Rõ ràng số đỉnh của  nhỏ hơn số đỉnh của  và không nhỏ hơn  Ta xét Graph con  của  gồm các đỉnh còn lại không thuộc  Số đỉnh của  là số nguyên dương. Ta chứng minh tất cả đỉnh của  đều cô lập trong .
	
0,5

	



















Thật vậy : giả sử trong  có hai đỉnh kề nhau là  Do  không phải Graph đầy đủ nên tồn tại  sao cho  không kề với  Nếu  không kề với cả  và  thì chọn đỉnh  tùy ý trong  ta thấy bộ bốn  có hai cạnh  nên phải có  kề ba đỉnh còn lại. Hay  kề với  bất kỳ trong  Đến đây là một Graph con đầy đủ của  có nhiều đỉnh hơn  (vô lý).
	

0,5

	











Do đó  kề với  Đến đây chọn tùy ý đỉnh  của  Xét bộ bốn  và có ba cạnh  nên phải có  hoặc  kề với ba đỉnh còn lại. Như vậy  kề với mọi đỉnh của , kể cả  Điều này vô lý do lúc đó  là Graph đầy đủ. 


Vậy mọi đỉnh của  đều cô lập trong 
	
0,5

	







Nếu trong  chỉ có một phần tử , do trong nhóm học sinh có những cặp học sinh không quen nhau nên  không kề với ít nhất một phần tử  của  Chuyển  sang  thì  có ít nhất hai phần tử. 
	
0,25
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