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HƯỚNG DẪN CHẤM
ĐỀ THI CHỌN ĐỘI TUYỂN DỰ THI CHỌN HSG QUỐC GIA NĂM 2023-2024
Môn: Toán THPT
-----
NGÀY THI THỨ NHẤT: 14.9.2023






Câu 1 (5,0 điểm). Cho hai số thực  thoả mãn:  và  Xét các dãy số thực  xác định bởi:  


Chứng minh rằng  và dãy  có giới hạn hữu hạn.
	Hướng dẫn chấm
	Điểm

	

Đặt  (*). Với  thì (*) đúng. 



Giả sử (*) đúng đến  Vì dãy  dương nên 
	1,0

	

Theo giả thiết quy nạp thì Vậy (*) đúng với  Theo nguyên lí quy nạp thì (*) đúng.
	1,0

	


Xét phương trình đặc trưng của dãy   Suy ra  là hằng số.
	1,0

	


Vì  nên  Suy ra 
	1,0

	


Theo trên thì  Kết hợp với  suy ra 
	1,0




Câu 2 (5,0 điểm). Tìm tất cả các giá trị của  để tồn tại hàm số  thoả mãn

 
	Hướng dẫn chấm
	Điểm

	

Giả sử  thỏa mãn giả thiết: Tồn tại hàm số  sao cho 

 (1).

Khi đó  (2).
	1,0

	


Nếu  thì từ (1) và (2) suy ra  Vậy  là đơn ánh.
	1,0

	



Cho  ta được  (3). Do  là đơn ánh nên  là hằng số.
	1,0

	

Thay  vào (1) ta được 
	1,0

	

Với  thì hàm số  thỏa mãn (1).

Vậy  là tất cả các giá trị cần tìm.
	1,0









Câu 3 (5,0 điểm). Cho đa giác đều  Mỗi đỉnh của đa giác  được gắn một trong các số  Chứng minh rằng tồn tại một hình chữ nhật  thoả mãn  trong đó  lần lượt là các số gắn với các đỉnh 
	Hướng dẫn chấm
	Điểm

	







Giả sử đa giác đều  nội tiếp đường tròn  Khi đó  có đúng 12 đường kính  Ta gán cho đường kính  số  Do  nên 
	1,0

	

Như vậy mỗi một trong 12 đường kính  tương ứng với một trong các số  Theo Nguyên lí Dirichlet, có ít nhất hai đường kính được đặt tương ứng với cùng một số.
	1,0

	

Không mất tổng quát, giả sử đó là đường kính  Khi đó  là 4 đỉnh của một hình chữ nhật.
	1,0

	
Mặt khác 
	1,0

	
Nếu (a) xảy ra thì chọn  (đpcm).

Nếu (b) xảy ra thì chọn  (đpcm).
	1,0




Câu 4 (5,0 điểm). Cho dãy số  xác định bởi: 


a) Chứng minh rằng  chia hết cho 5 khi và chỉ khi  chia hết cho 5.



b) Tìm tất cả các giá trị của  để  chia hết cho  
	Hướng dẫn chấm
	Điểm

	

a) Ta có  Suy ra  (1).
	1,0

	


Vì  và  nên từ (1) suy ra  (2).
	1,0

	
b) Mặt khác  (3).
	0,5

	

Đặt  Suy ra  (4).
	0,5

	Từ (1), (3), (4) suy ra






Do đó  với  (5).
	1,0

	




Từ (2) suy ra: Nếu  thì  với  Khi đó  với  Vậy


	1,0


-----Hết-----

NGÀY THI THỨ HAI: 15.9.2023






Câu 5 (6,0 điểm). Một xâu nhị phân độ dài  là một dãy gồm  chữ số 0 hoặc 1 xếp liên tiếp nhau. Hai xâu nhị phân  và  bằng nhau nếu  
a) Có bao nhiêu xâu nhị phân có độ dài 2024 và chứa đúng 1000 chữ số 0 ?
b) Có bao nhiêu xâu nhị phân có độ dài 2024 và chứa đúng hai xâu con 01 ?
	Hướng dẫn chấm
	Điểm

	

a) Số xâu nhị phân có độ dài 2024 và chứa đúng 1000 chữ số 0 bằng số cách chọn 1000 vị trí cho chữ số 0 trong 2024 vị trí của xâu  Suy ra số xâu nhị phân có độ dài 2024 và chứa đúng 1000 chữ số 0 bằng 
	1,5

	b) Mỗi xâu nhị phân có độ dài 2024 và chứa đúng hai xâu con 01 chỉ có thể thuộc một trong các trường hợp sau:







TH1: Xâu có dạng  trong đó  là một xâu nhị phân chứa toàn số 1 và có  chữ số 1;  là các xâu nhị phân chứa toàn chữ số 1 và có  chữ số 1;  là các xâu nhị phân chứa toàn chữ số 0 và có  chữ số 0.
	1,0

	
Ta có phương trình  (1).


Đặt  ta được  (a). 


Số các xâu có dạng  = số nghiệm của (1) = số nghiệm của (a) và bằng 
	1,0

	






TH2: Xâu có dạng  trong đó  là một xâu nhị phân chứa toàn chữ số 1 và có  chữ số 1;  là các xâu nhị phân chứa toàn chữ số 1 và có  chữ số 1;  là các xâu nhị phân chứa toàn chữ số 0 và có  chữ số 0.
	1,0

	
Ta có phương trình  (2).


Đặt  ta được  (b). 


Số các xâu có dạng  = số nghiệm của (2) = số nghiệm của (b) và bằng 
	1,0

	
Vậy số các xâu thỏa mãn bài toán là  (xâu).
	0,5







    Câu 6 (7,0 điểm). Cho đa thức  Biết rằng  có 4 nghiệm thực  chứng minh rằng  và 
	Hướng dẫn chấm
	Điểm

	Theo Định lí Viet, ta có

 (*).
	1,0

	
Suy ra 
	0,5

	Áp dụng bất đẳng thức Bunyakovsky, ta có


	1,0

	

Tương tự cho  Vậy 
	0,5

	


Theo trên thì  Vì hệ số của luỹ thừa bậc cao nhất của  dương nên  (1).
	1,0

	

Nếu  thì từ (1) suy ra 
	0,5

	



Nếu  thì (*) suy ra  Khi đó, trong 4 nghiệm  phải có hai nghiệm dương, hai nghiệm âm. Không mất tổng quát, giả sử  
	1,0

	


Từ  suy ra  và  Do đó 



Vậy trong mọi trường hợp thì 
	1,5

























Câu 7 (7,0 điểm). Cho hình thang  có hai đáy là  và  Trên đoạn  lấy điểm  khác  và  Gọi  là giao điểm của  và  đường thẳng  cắt  tại  Trên tia  lấy điểm  sao cho  trên tia  lấy điểm  sao cho  Gọi  là giao điểm thứ hai của  với đường tròn ngoại tiếp các tam giác   Chứng minh rằng:


[bookmark: _GoBack]a) Hai tam giác  và  đồng dạng;

b) Bốn điểm  cùng thuộc một đường tròn.
	Hướng dẫn chấm
	Điểm

	

a) Xét hai tam giác  có góc  chung (1).
[image: ]
	0,5

	

Ta có  là tiếp tuyến của  
	1,5

	


Do đó  (2). Từ (1) và (2) suy ra hai tam giác  và  đồng dạng.
	1,0

	


b) Gọi  Từ  suy ra  Do đó


	1,5

	












Gọi  là giao điểm thứ hai của  với đường tròn ngoại tiếp các tam giác   Đặt  Vì  là tiếp tuyến của đường tròn  là tiếp tuyến của đường tròn  và  nên phép vị tự  Suy ra  Do đó  (3).
	1,5

	



Vì  là tiếp tuyến của đường tròn  nên  (4). Từ (3) và (4) suy ra  cùng thuộc một đường tròn.
	1,0


Ghi chú: Nếu thí sinh làm bài theo cách khác (với kiến thức trong chương trình THPT chuyên) thì vẫn cho điểm theo các phần đúng tương ứng.
-----Hết-----
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